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第一部分：梁柱单元模型
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条带法
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条带法

命截面曲率为 φ，截面形心处应变为 ε，根据平截面假定:

ε(y) = ε− yφ

第 i 条带处混凝土应变

εc,i = ε− yiφ

钢筋应变
ε′s = ε̄− (

h
2
− a′)φ

εs = ε̄+ (
h
2
− a)φ

任晓丹 结构单元模型
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条带法

第 i 条带处混凝土应力

σc,i = fc(εc,i)

钢筋处的应力
σ′s = fs(ε′s) , σs = fs(εs)

第 i 条带处混凝土合力

Nc,i = σc,i∆Ai

钢筋合力
N′

s = σ′sA
′
s , Ns = σsAs

任晓丹 结构单元模型
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条带法

轴力平衡

N =

mc∑
i=1

σc,i∆Ai + σ′sA′
s + σsAs

弯矩平衡

M = −
mc∑
i=1

σc,i∆Aiyi − σ′sA′
s

(
h
2
− a′

)
+ σsAs

(
h
2
− a

)
上两式构成了一组非线性方程组{

N = fN(φ, ε)

M = fM(φ, ε)
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条带法

上述非线性方程组的求解，即对于 M、N、φ、ε，给定两
个，求解另外两个：

给定 φ、ε，求 M、N，直接显式代入，不用迭代；
给定 φ、N，求解 ε、M，须先隐式求解第一个方程求得 ε，
再代入第二个方程

N = fN(φ, ε)

通常上述方程是适定的，采用 Newton 方法等容易求解；
给定 M、N，求解 φ、ε，需要隐式求解两个方程{

N = fN(φ, ε)

M = fM(φ, ε)

由于混凝土的软化，上述方程组可能不适定，某些特定的情
况下较难求解。
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网格法

当荷载不是作用在截面的主对称轴平面内、或者截面的形式
较为复杂 (如非对称平面) 时，可以采用网格划分截面。
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网格法（全量分析）

任意网格处的应变: εc/s,i,j = ε̄− zjφy − yiφz
据此可求得任意网格处混凝土的应力和钢筋的应力

σc,i,j = fc(εc,i,j) , σs,i,j = fs(εs,i,j)

轴力平衡

N =

nx∑
i=1

ny∑
j=1

σc,i,j∆Ai,j +

ns∑
k=1

σs,kAs,k

两个方向的弯矩平衡
My = −

nx∑
i=1

ny∑
j=1

σc,i,j∆Ai,jzj −
ns∑
k=1

σs,kAs,kzk

Mz = −
nx∑
i=1

nx∑
i=1

σc,i,j∆Ai,jyi −
ns∑
k=1

σs,kAs,kyk
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网格法（全量分析）

构成三个非线性方程
N = fN(φy, φz, ε̄)

My = fMy(φy, φz, ε̄)

Mz = fMz(φy, φz, ε̄)

若考虑加载过程中荷载角度 α 不变，有

My

Mz
= tanα

可得附加方程

fMy(φy, φz, ε̄)− fMz(φy, φz, ε̄) tanα = 0

利用非线性系统求解方法，可求解上述非线性方程（组）。
任晓丹 结构单元模型
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网格法（增量分析）

任意网格处的应变增量

∆εc/s,i,j = ∆ε̄− zj∆φy − yi∆φz

写成矩阵形式，有

{∆ε} = [I(z, y)]{∆Ψ}

其中应变增量向量

{∆ε} = [∆ε1,∆ε2, ......,∆εn]
T

形函数矩阵

[I(z, y)] =

 1 1 ...... 1
−z1 −z2 ...... −zn
−y1 −y2 ...... −yn

T

任晓丹 结构单元模型
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网格法（增量分析）

考虑材料本构关系，可得混凝土和钢筋的应力{
{∆σc} = [Ec]{∆ε}
{∆σs} = [Es]{∆ε}

其中应力增量向量{
{∆σc} = [∆σc1,∆σc2, ......,∆σcn]

T

{∆σs} = [∆σs1,∆σs2, ......,∆σsn]
T

切线刚度矩阵{
[Ec] = diag{Ec1,Ec2, ......,Ecn}
[Es] = diag{Es1,Es2, ......,Esn}

任晓丹 结构单元模型
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网格法（增量分析）

增量平衡方程

∆N =

∫
Ac

∆σcdA+
∑
i

∆σsiAsi

∆My = −
∫
Ac

∆σczdA−
∑
i

∆σsizsiAsi

∆Mz = −
∫
Ac

∆σcydA−
∑
i

∆σsiysiAsi

写成矩阵形式，有

{∆F} =

∫
Ac

I(z, y)T∆σcdA+
∑
i

I(zi, yi)T∆σsiAsi

任晓丹 结构单元模型
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网格法（增量分析）

截面网格离散之后，有

{∆F} = [I(z, y)]T([Ac]{∆σc}+ [As]{∆σs})

其中各网格内混凝土和钢筋的面积如下，且网格内没有钢筋
的钢筋面积记为 0{

[Ac] = diag{Ac1,Ac2, ......,Acn}
[As] = diag{As1,As2, ......,Asn}

整理之后，可得截面内力 -位移之间的增量关系如下

{∆F} = [DT]{∆Ψ}

刚度矩阵
[DT] = [I(z, y)]T[Ecs][I(z, y)]

[Ecs] = [Ec][Ac] + [Es][As]

任晓丹 结构单元模型
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若干评论

条带模型与网格模型，是纤维模型在截面分析层面的
基础；
矩阵形式的增量网格模型，可直接接入构件数值分析
的算法框架；
截面的条带和网格的划分，其目的是为了截面状态量
的积分；
由于截面应力分布具有不连续性，高阶的截面积分策
略，如高斯积分策略，并不能得到高精度的结果；
条带与网格模型，不能直接用于截面（非线性）剪切
和扭转的分析。
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梁单元示
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位移插值梁单元

节点力向量

Qi = {Ni,Qyi,Qzi,Myi,Mzi}T , Qj = {Nj,Qyj,Qzj,Myj,Mzj}T

节点位移向量

di = {ui, vyi, vzi, θyi, θzi}T , dj = {uj, vyj, vzj, θyj, θzj}T

轴向位移可采用线性插值表示

u(x) = ui
l− x
l

+ uj
x
l
= uiϕ1(x) + ujϕ2(x)

任晓丹 结构单元模型
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位移插值梁单元

侧向位移与转角之间存在换算关系，二者结合可采用厄米插
值

vy(x) = viy(1− 3
x2

l2
+ 2

x3

l3
) + vyj(3

x2

l2
− 2

x3

l3
)

+ θyi(x− 2
x2

l
+
x3

l3
) + θyj(−

x2

l
+
x3

l2
)

= vyiϕ3(x) + vyjϕ4(x) + θyiϕ5(x) + θyjϕ6(x)

y 方向与 z 方向插值函数相同，插值函数矩阵表示为

N(x) =

Nu(x)
Nvy(x)
Nvz(x)

 =

ϕ1 0 0 0 0 ϕ2 0 0 0 0
0 ϕ3 0 ϕ5 0 0 ϕ4 0 ϕ6 0
0 0 ϕ3 0 ϕ5 0 0 ϕ4 0 ϕ6


任晓丹 结构单元模型
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位移插值梁单元

单元内位移场与杆端位移的关系
u(x)
vy(x)
vz(x)

 =

Nu(x)
Nvy(x)
Nvz(x)

{
di
dj

}
不考虑杆件的大变形问题，则轴向应变与截面曲率存在如下
关系

ε̄ =
du(x)
dx

, φy =
d2vy(x)
dx2

, φz =
d2vz(x)
dx2

代入位移插值表达式，可得
ε̄
φy
φz

 =


dNu(x)
dx

d2Nvy (x)
dx2

d2Nvz (x)
dx2

{
di
dj

}
:= Bd

任晓丹 结构单元模型
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位移插值梁单元

令 Ψ = {ε̄, φy, φz}T，考虑状态量增量的插值，有

∆Ψ = B∆d

单元内部内力增量可由网格模型所得截面刚度矩阵 DT 表示

∆F = DTB∆d

由增量虚功原理 ∫
e
∆Fδ∆Ψds = ∆Qδ∆d

得增量控制方程和切线刚度张量

k∆d = ∆Q , k =

∫
e
BTDTBds

任晓丹 结构单元模型
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若干评论

将梁单元模型与条带法或者网格法结合，即得到经典的基于
位移插值的纤维梁模型；
利用截面分析实现细观意义上的应力 -应变关系到构件内力
-变形关系的转换，在混凝土力学中具有普遍价值；
这里给出的，基于厄米插值构造的梁单元，仅是这类模型的
一种较为常用的特例，原则上讲，一般的基于位移插值的梁
单元格式，均可以应用于纤维梁单元的构造；
对于混凝土框架结构，原则上可以以实际的结构构件作为分
析中的基本单元，但研究经验表明：若对于每一个梁、柱构
件再做有限段的单元划分，则有助于提高结构进入严重性能
退化阶段后的分析数值稳定性；
当结构进入大变形状态时，应该考虑几何非线性对单元刚度
矩阵的影响。

任晓丹 结构单元模型



梁柱单元
剪力墙单元

截面分析
单元模型

内力插值梁单元模型

对于基于内力插值的梁单元模型，为了保证柔度矩阵逆的存在
性，需要先移除刚体位移，从而考虑上述5 个自由度。

任晓丹 结构单元模型
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内力插值梁单元模型

考虑 5 个自由度上的广义力和广义位移向量

Q = {Q1,Q2,Q3,Q4,Q5}T

q = {q1, q2, q3, q4, q5}T

基于内力插值，单元内力可以采用单元端部内力插值给出

F(x) = b(x)Q

无外力作用在中段的杆件，内力插值函数可采用线性函数

b(x) =

1 0 0 0 0
0 x

l − 1 x
l 0 0

0 0 0 x
l − 1 x

l


任晓丹 结构单元模型
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内力插值梁单元模型

获得各截面内力之后，采用柔度矩阵即可求得各截面变形

∆Ψ(x) = f̃(x)∆F(x) , f̃(x) = D−1
T (x)

由增量虚功原理 ∫
e
δ∆F∆Ψds = δ∆Q∆q

代入前述表达式可得控制方程和单元柔度矩阵

f∆Q = ∆q , f =
∫
e
bT(x)f̃(x)bT(x)ds

任晓丹 结构单元模型
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位移插值梁单元与力插值梁单元比较

内力插值函数的构造比位移插值函数的构造简单！！

任晓丹 结构单元模型
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剪力墙非线性分析概述

与混凝土框架结构分析相比，混凝土剪力墙结构的分析方法
还远未成熟；
现有的研究成果，可以划分以简化内力 -变形关系为特征的
构件宏单元模型和基于细观应力 -应变关系的板壳力学模
型；
基于细观应力 -应变关系的板壳力学模型的基本思路是：

将剪力墙视为单一或分层的平板壳，建立局部内力 -变形关
系；
分别考虑面内作用与弯曲作用：利用平面应力分析建立构件
轴力、剪力与细观正应变、剪应变之间的联系；利用薄板理
论建立构件弯矩与截面曲率之间的联系；
利用微分关系，将两种不同类型的单元切线刚度加以叠加，
形成平板壳单元的切线刚度矩阵；
利用有限元刚度集成的方法进行整体结构的非线性分析。

任晓丹 结构单元模型
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平面应力单元（膜单元）
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平面应力单元（膜单元）

坐标插值与位移插值{
x =

∑n
i=1 fi(ξ, η)xi

y =
∑n

i=1 fi(ξ, η)yi

{
u =

∑n
i=1 fi(ξ, η)ui

v =
∑n

i=1 fi(ξ, η)vi
⇒ u = fq

插值函数（以四节点平面单元为例）

fi(ξ, η) =
1

4
(1 + ξiξ)(1 + ηiη) i = 1, 2, 3, 4

应变表达式
εx
εy
γxy

 =

 ∂
∂x 0

0 ∂
∂y

∂
∂y

∂
∂x

{
u
v

}
⇒ ε = Bq

任晓丹 结构单元模型
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平面应力单元（膜单元）

线弹性应力应变关系（平面应力）

σ = Eε, [E] =
E0

1− ν20

 1 ν0 0
ν0 1 0

0 0 1−ν0
2


非线性本构关系

dσ = Etandε

考虑增量弱形式∫
Ω
∆σn : δ∆εndΩ+

∫
Ω
∆bn · δ∆undΩ−

∫
Γt

∆tn · δ∆undΓ = 0

可得单元切线刚度

km =

∫
e
BT

mE
tanBmdΩ

任晓丹 结构单元模型
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板的内力

x
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薄板理论

平板的位移
δ =

[
w θx θy

]T
转角关系

θx = −∂w
∂x

θy = −∂w
∂y

曲率关系

ψx =
∂θx
∂x

= −∂
2w
∂x2

ψy =
∂θy
∂y

= −∂
2w
∂y2

ψxy =
∂θx
∂y

+
∂θy
∂x

= −2
∂2w
∂x∂y

Ψ =
[
ψx ψy ψxy

]T
任晓丹 结构单元模型
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薄板理论

平板内力
M =

[
Mx My Mxy

]T
平衡条件

∂2Mx

∂x2
+ 2

∂2Mx

∂x∂y
+
∂2My

∂y2
+ q(x, y) = 0

内力 -曲率关系
M = DfΨ

任晓丹 结构单元模型
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薄板理论

平板控制方程强形式

(L∇)TDf(L∇)w = q(x, y)

L∇ =
[

∂2

∂x2
∂2

∂y2 2 ∂2

∂x∂y

]T
虚功原理 ∫

Ω
MδΨdΩ =

∫
Ω
q(x, y)δwdΩ

控制方程弱形式∫
Ω
[(L∇)TDfw][(L∇)δw]dΩ =

∫
Ω
q(x, y)δwdΩ

任晓丹 结构单元模型
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四节点平板单元

b  

x
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四节点平板单元

四节点位移自由度向量

δ =
[
δ1 δ2 δ3 δ4

]T
δi =

[
wi θix θiy

]T
采用包含 12 个（广义）自由度的多项式函数作为挠度插值
函数

w = a1 + a2x+ a3y+ a4x2 + a5xy+ a6y2 + a7x3

+ a8x2y+ a9xy2 + a10y3 + a11x3y+ a12xy3

将 4 个节点的 12 个广义位移代入上式，可解得 12 个多项
式系数，进而整理得到插值函数表达式:

w = Nδ , N =
[
N1 N2 N3 N4

]T
任晓丹 结构单元模型
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四节点平板单元

插值函数表达式（二维厄米插值）

Ni =
1

8

(ξ0 + 1) (η0 + 1)
(
2 + ξ0 + η0 − ξ2 − η2

)
bηi (ξ0 + 1) (η0 + 1)2 (η0 − 1)

−aξi(ξ0 + 1)2 (η0 + 1) (ξ0 − 1)


其中

ξ = (x− xc)/a , η = (y− yc)/b, ξ0 = ξξi , η0 = ηηi

曲率向量
Ψ = L∇w = L∇Nδ = Bpδ

代入平板控制方程的弱形式，可得刚度矩阵

kp =
∫
e
BT

pDfBpdΩ

任晓丹 结构单元模型
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平板壳单元

将膜自由度与板自由度综合，可同时考虑平面内和平面外变
形，即得平板壳单元

δe = [q1, q2, q3, q4|δ1, δ2, δ3, δ4]T

单元刚度矩阵

ke =
[
[km]8×8

[kp]12×12

]
有限元分析中，常常将同一个节点的自由度写在一起，此时
刚度矩阵的排列顺序也要相应调整。
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考虑节点旋转自由度的膜单元
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考虑节点旋转自由度的膜单元
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考虑节点旋转自由度的膜单元
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考虑节点旋转自由度的膜单元

平动位移表达式

u0 =
[
N

N

]{
u
v

}
插值函数

N = ϕ(x, y)A−1

ϕ(x, y) = [1, x, y,xy, x2, y2, x2y, xy2]

A = [ϕT(x1, y1),ϕT(x2, y2),ϕT(x3, y3),ϕT(x4, y4),

ϕT(x5, y5),ϕT(x6, y6),ϕT(x7, y7),ϕT(x8, y8)]T

由此构成的单元为非协调元，单元边为直边时可以通过分片
实验，曲边时不能通过分片实验。
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考虑节点旋转自由度的膜单元

为了考虑曲边界的影响，再增加两项

u∗0 = u0 +
[
α1 α2

] [x
y

]
为了确定待定系数，引入单元间弱连续条件{∫∫

e
∂u∗0
∂x dΩ =

∮
e u

∗
0nxds∫∫

e
∂u∗0
∂y dΩ =

∮
e u

∗
0nyds

利用上述方程即可求得待定系数 α1，α2，进而可得改进的
形函数

N∗ = N+Nα

同理，也可以采用相同的思路改进 v∗0 的插值函数。
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考虑节点旋转自由度的膜单元

考虑转角位移，采用四个角点位移作为插值节点

uθ =
{
uθ
vθ

}
=

4∑
i=1

{
Nuθi

Nvθi

}
θi

其中 
Nuθi = 1

8

[
ξi
(
1− ξ2

)
(b1 + b3ηi) (1 + ηiη)

+ηi
(
1− η2

)
(b2 + b3ξi) (1 + ξiξ)

]
Nvθi = − 1

8

[
ξi
(
1− ξ2

)
(a1 + a3ηi) (1 + ηiη)

+ηi
(
1− η2

)
(a2 + a3ξi) (1 + ξiξ)

]
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考虑节点旋转自由度的膜单元

综合考虑平动自由度和转动自由度

u =
4∑

i=1

[
N∗
i 0 Nuθi

0 N∗
i Nvθi

]
ui
vi
θi

+
8∑

i=5

[
N∗
i 0
0 N∗

i

]{
ui
vi

}
= N∗u

应变
ε = ∇su = Bmu

进一步可得刚度矩阵

km =

∫
e
BT

mE
tanBmdΩ = [km]20×20

Etan 可由（二维）本构关系直接得到。
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8 节点 Mindlin 板单元
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考虑挠度插值函数

w = a1 + a2ξ + a3η + a4ξ2 + a5ξη + a6η2 + a7ξ2η + a8ξη2
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8 节点 Mindlin 板单元

每个节点考虑三个广义位移自由度，有
δ = [δ1, δ2, δ3, δ4, δ5, δ6, δ7, δ8]

T

δi = [wi, θxi, θyi]

插值表达式

w =
8∑

i=1

Niwi , θx =
8∑

i=1

Niθxi, θy =
8∑

i=1

Niθyi

插值函数表达式

Ni =
1

4
(1 + ξξi) (1 + ηηi) (ξξi + ηηi − 1) i = 1 ∼ 4

Ni =
1

2

(
1− ξ2

)
(1 + ηηi) i = 5, 7

Ni =
1

2

(
1− η2

)
(1 + ξξi) i = 6, 8
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8 节点 Mindlin 板单元

板的弯曲变形

Ψ =


ψx
ψy
ψxy

 =

0 − ∂
∂x 0

0 0 − ∂
∂y

0 − ∂
∂y − ∂

∂x



w
θx
θy

 = BMδ

板的剪切变形

γ =

[
∂w
∂x − θx
∂w
∂y − θy

]
=

[
∂
∂x −1 0
∂
∂y 0 −1

]
w
θx
θy

 = BSδ

变形与内力关系

M =


Mx

My

Mxy

 =

Dx Dv 0
Dv Dy 0
0 0 Dxy


ψx
ψy
ψxy

 = DfΨ
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8 节点 Mindlin 板单元

对于挠度和转角分别插值的 Mindlin 板单元，考虑如下形式
的势能泛函

Πp =

∫∫
Ω

1

2
ΨTDfΨdΩ+

∫∫
Ω
γTαSγdΩ−

∫∫
Ω
qwdΩ

其中第一项为弯曲变形引起的变形能，第二、三项为剪切变
形引起的变形能, 罚数向量 α = diag{α1, α2}。
势能变分，可得

δΠp =

∫∫
Ω
ΨTDfδΨdΩ+

∫∫
Ω
2γTαSδγdΩ−

∫∫
Ω
qδwdΩ = 0

任晓丹 结构单元模型
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8 节点 Mindlin 板单元

由势能变分，可得单元刚度矩阵

kp = kM + kS

弯曲刚度矩阵
kM =

∫∫
Ω
BT

MDfBMdΩ

剪切刚度矩阵
kS =

∫∫
Ω
BT

SαSBSdΩ

Df 可采用分层壳模型结合材料二维本构关系求得；αS 一般
只能考虑线性剪切变形的影响，通常取值为 α1 = α2 =

Gh
2k。
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精化平板壳单元
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精化平板壳单元 精化膜单元 8 节点 Mindlin 板单元

总自由度数 = 膜单元自由度数（8×2+4）+ 板单元自由度
数（8×3）=44；
根据节点顺序排布各个自由度的位置，刚度矩阵表示为膜单
元与板单元刚度矩阵的综合；
能够较为完整的描述剪力墙的变形和内力性能，但没有充分
考虑应变局部化等效应。
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分层壳模型
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分层壳模型

平板上任意点的应变可分为两个部分（采用向量表示）
εx
εy
γxy

 = ε = ε0 + εf

ε0 由平面内变形引起，对应分析中的膜单元

ε0 = ∇su =


εx
εy
γxy

 =


∂
∂x 0

0 ∂
∂y

∂
∂y

∂
∂x

{
u
v

}

弯曲变形所引起的应变，基于 Kirchoff 假定可以表示为

εf = zΨ = z


ψx
ψy
ψxy
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分层壳模型

混凝土本构关系
线弹性应力应变关系σx

σy
τxy

 =
E0

1− ν20

 1 ν0 0
ν0 1 0
0 0 1−ν0

2

 εx
εy
γxy


非线性应力应变关系dσx

dσy
dτxy

 = Etan

 dεx
dεy
dγxy


钢筋本构关系

线弹性阶段：σ = Esε
非线性阶段：dσ = Epdε

任晓丹 结构单元模型
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分层壳模型

薄膜力

σ =

∫ h
2

− h
2

σdz

弯曲力

M =

∫ h
2

− h
2

zσdz

线弹性问题

σ =

∫ h
2

− h
2

E0(ε0+εf)dz =
∫ h

2

− h
2

E0ε0dz = hE0ε0 ⇒ DTm = hE0

M =

∫ h
2

− h
2

zE0(ε0+εf)dz =
∫ h

2

− h
2

z2E0Φdz =
h3

12
E0Φ ⇒ Df =

h3

12
E0
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分层壳模型

考虑材料非线性
薄膜应力率

σ̇ =

∫ h
2

− h
2

Etan
cs (ε̇0+ε̇f)dz =

∫ h
2

− h
2

Etan
cs dzε̇0 ⇒ DTm =

∫ h
2

− h
2

Etan
cs dz

弯曲内力率

Ṁ =

∫ h
2

− h
2

zEtan
cs (ε̇0+ε̇f)dz =

∫ h
2

− h
2

z2Etan
cs dzΦ̇ ⇒ Df =

∫ h
2

− h
2

z2Etan
cs dz

任晓丹 结构单元模型
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若干评论

平板壳单元适合剪力墙等结构构件的非线性模拟；
平板壳单元单元的内力变形关系需要基于分层壳模型
确定，而分层壳模型需要材料的二维本构关系作为基
础；
目前的平板壳单元多基于位移插值；
存在锁闭、沙漏等问题，计算中需注意；
分层平板壳单元作为常规的非线性壳单元，与目前的
计算软件（Abaqus 等）中的非线性壳单元，具有对应
性。
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期末大作业

登录 PEER Structural Performance Database，下载你认为
合理的柱子实验记录（要求实验曲线包含下降段）；
根据试验记录信息，选择合理的计算软件（ABAQUS 或
OpenSEES 等），建立合理的构件分析模型（要求分别采用
梁单元模型和实体单元模型计算，并对比和分析计算结果）；
结合实验记录的材料性质，选取合理的混凝土与钢筋的本构
关系，进行构件的非线性数值模拟；
形成完整的分析结果报告，报告中必须详细给出计算所采用
的各种参数以及细节信息的信息，并详细讨论模拟结果与实
验结果的异同。
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结束

邮箱名：damage_mechanics@163.com
密码：sunshanglixue
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