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应变局部化问题
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本节主要内容

...1 一般结构初边值问题有限元法
初边值问题的控制方程
初边值问题的有限元列式及求解

...2 应变局部化问题
软化材料与应变局部化
数值分析结果的病态

...3 材料非局部本构关系
非局部理论的基本概念
非局部损伤模型
积分型非局部损伤模型
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初边值问题的控制方程
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控制方程的强形式

几何方程

ϵ(x, t) =
1

2

[
∇u(x, t) +∇Tu(x, t)

]
= ∇su(x, t)

本构关系
σ(x, t) = σ̂

[
ϵ(x, t),α(x, t)

]
（动力）平衡方程

∇ · σ + ρb∗ = ρü+ ηu̇

任晓丹 实体结构（连续体）分析
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控制方程的强形式

自然边界条件

σ(x, t) · n = t∗(x, t) x ∈ ∂tΩ

本质边界条件

u(x, t) = u∗(x, t) x ∈ ∂uΩ

初始条件

u(x, 0) = u0(x), u̇(x, 0) = v0(x)

u0(x) = u∗(x, 0), v0(x) = u̇∗(x, 0) x ∈ ∂uΩ
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控制方程的弱形式

利用最小势能（余能）原理、变分原理、Galerkin 方法等，均可
以建立控制方程的积分表达形式，即弱形式。一个较为完备的弱
形式表达式如下：∫
Ω
ρü · δu dΩ +

∫
Ω
ηu̇ · δu dΩ +

∫
Ω
σ : ∇sδu dΩ

=

∫
Ω
ρb∗ · δu dΩ +

∫
∂tΩ

t∗ · δu dS

为什么要引入弱形式？
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有限元控制方程

将计算域 Ω 离散为有限个 (记为 nel）单元 Ωe

Ω ≈
nel∪
e=1

Ωe, ∂Ω ≈
nel∪
e=1

(
∂tΩe ∪ ∂uΩe

)
单元 Ωe 位移场 u(x, t) 的（等参单元）插值

u(x, t) ≈ u
[
x(ξ), t

]
=

np∑
A=1

NA(ξ)dA(t) = N(ξ)d(t)

单元应变场 ϵ(x, t)

ϵ(x, t) ≈
np∑
A=1

BA(x)dA(t) = B(x)d(t)
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有限元控制方程

将上述插值格式代入平衡方程弱形式，考虑单元节点虚位移 δd
的任意性，可以得到如下固体结构的有限元控制方程：

Md̈+Cḋ+ f int = f ext

一致质量矩阵 M

M =
nel
A
e=1

∫
Ωe

ρNTN dΩ

阻尼系数矩阵 C

C =
nel
A
e=1

∫
Ωe

ηNTN dΩ
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有限元控制方程

将上述插值格式代入平衡方程弱形式，考虑单元节点虚位移 δd
的任意性，可以得到如下固体结构的有限元控制方程：

Md̈+Cḋ+ f int = f ext

内力列向量 f int

f int =
nel
A
e=1

∫
Ωe

BTσ dΩ

外力列向量 f ext

f ext =
nel
A
e=1

(∫
Ωe

ρNTb∗ dΩ +

∫
∂tΩe

NTt∗ dS
)
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单元积分

等参元换元积分∫
Ωe

f(x) dΩ =

∫
Ω̄e

f(ξ)
∣∣J∣∣dΩ̄e

其中雅可比行列式

J =
∂x
∂ξ

=



∂x1
∂ξ1

∂x2
∂ξ1

∂x3
∂ξ1

∂x1
∂ξ2

∂x2
∂ξ2

∂x3
∂ξ2

∂x1
∂ξ3

∂x2
∂ξ3

∂x3
∂ξ3


高斯积分 ∫

Ω̄e

f(ξ)
∣∣J∣∣dΩ̄e ≈

nint∑
i=1

f(ξi)
∣∣J∣∣wi
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时域离散

如下控制方程的系数均已求得，需进一步考虑其时域离散求
解

Md̈+Cḋ+ f int = f ext

将时间步 [0,T] 离散为 M 个时间增量步

[0,T] =
M∪
n=1

[tn, tn+1]

若不考虑动力效应，则静力平衡方程可以在每个时间点上直
接求解

Rn = f extn − f int(σn) = 0
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时域离散

动力方程的完全求解一般基于时域动力积分算法，其中
Newmark 法应用最为广泛，基于考虑如下三段式 Newmark 法
表达式形式，建立结构非线性代数方程：
预估 {

d̃n+1 = dn + vn +∆t+ ∆t2
2 (1− 2β)an

ṽn+1 = vn + (1− γ)an∆t

求解

(M+γ∆tC)an+1+β∆t2f int(dn+1) = f extn+1−Cṽn+1−f int(d̃n+1)

校正 {
dn+1 = d̃n+1 + β∆t2an+1

vn+1 = ṽn+1 + γ∆tan+1
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非线性方程求解

以静力方程为例:
在 tn 时刻各状态量一致且满足力平衡条件

Rn = f extn − f int(σn) = 0

确定该增量步结束时刻 tn+1 时的节点位移 dn+1 或相应的
位移增量 ∆dn+1 = dn+1 − dn，使得

Rn+1 = f extn+1 − f int(σn+1) = 0

考虑非线性方程解法的局部收敛性，以前一步的结果作为本
步迭代起点的逐步求解法得到了广泛应用。
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N-R 方法

平衡方程 Taylor 级数展开并略去二阶以上的高阶项

R(k+1)
n+1 ≈ R(k)

n+1+
∂R
∂d

∣∣∣∣(k)
n+1

δd(k)n+1 = R(k)
n+1−K

tan
∣∣(k)
n+1

δd(k)n+1 = 0

结构切线刚度矩阵

Ktan
∣∣
n+1

= −∂Rn+1

∂dn+1
=

nel
A
e=1

Ktan
e

∣∣
n+1

单元切线刚度矩阵

Ktan
e

∣∣
n+1

=

∫
Ωe

BT
∂σn+1

∂dn+1
dΩ =

∫
Ωe

BT
dσn+1

dϵn+1
B dΩ
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N-R 方法

迭代的初始值 d(0)n+1 取为上一增量步结束后的节点位移 dn

d(0)n+1 = dn

求解第 k+ 1 步迭代结束后的节点位移 d(k+1)
n+1

d(k+1)
n+1 = d(k)n+1 + δd(k)n+1 = dn +∆dkn+1

其中 ∆dkn+1 表示第 k+ 1 步迭代结束后的节点位移增量

∆d(k)n+1 = d(k)n+1 − dn =

k∑
j=1

δd(j)n+1

判断收敛之后即停止迭代，得到数值解。
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一维波动方程示例

动力平衡方程
∂σ

∂x
= ρ

∂2u
∂t2

代入应力应变关系

∂σ

∂x
=

∂σ

∂ϵ

∂ϵ

∂x
= Etan

∂2u
∂x2

一维波动方程和静力方程

Etan
∂2u
∂x2

= ρ
∂2u
∂t2

Etan
∂2u
∂x2

= 0

Loss of ellipticity

任晓丹 实体结构（连续体）分析
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不连续性

应变（弱）不连续性与位移（强）不连续性
任晓丹 实体结构（连续体）分析
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数值分析结果的病态

一维示例
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数值分析结果的病态

本构关系表达式

σ =


E0ϵ ϵ ≤ ϵ0

ft + h
(
ϵ− ϵ0) ϵ0 ≤ ϵ ≤ ϵf

0 ϵ ≥ ϵf

沿杆全长将其离散为 n 个长度相等的单元，在未开裂线弹
性阶段，在应力 σ = F/A 作用下，根据变形协调关系有:

σ

E0
L = u ⇒ σ = E0

u
L

= E0ϵ̄ 0 ≤ ϵ̄ ≤ ϵ0

任晓丹 实体结构（连续体）分析
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数值分析结果的病态

某个单元受拉开裂后，应变局部化导致杆件变形集中于开裂
单元，而其他 n− 1 个未开裂单元则为线弹性，相应的变形
协调关系为：

n− 1

n
L · σ

E0
+

1

n
L ·
( ft
E0

+
σ − ft
h

)
= u

整理得应力 σ = F/A 与平均应变 ϵ̄ = u/L 之间的关系为:

σ =
ft(E0 − h) + nE0hϵ̄
E0 + (n− 1)h

ϵ0 ≤ ϵ̄ ≤ 1

n
ϵf

最后开裂单元完全丧失承载力，杆件破坏为两部分, 即

σ = 0 ϵ̄ ≥ 1

n
ϵf

任晓丹 实体结构（连续体）分析
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最终得荷载位移关系

F(u) = σ·A =



E0A
L

u 0 ≤ u ≤ Lϵ0

E0A
L

· (E0 − h)Lϵ0 + nhu
E0 + (n− 1)h

Lϵ0 ≤ u ≤ 1

n
Lϵf

0 u ≥ 1

n
Lϵf
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上述结果与有限元大小有关，且
不随着单元的减小而收敛！
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为什么要研究非局部（Nonlocal）理论？

Nonlocal 理论提出和发展的内在动力（Bazant 2002）：
材料细观结构的考量

细观结构的非均匀性与宏观分析的均匀化（Eringen）
裂纹的产生、发展以及裂纹的相互作用（Bazant and de
Borst）
位错和位错密度的影响（金属材料）（Hutchinson）
（伪）脆性材料破坏的极值性（Bazant）

应变软化与应变局部化的考量
当材料进入软化段以后，会导致结构出现显著的变形集中，
使得整个数值系统变得不稳定（loss of ellipticity），而
Nonlocal 模型可以使得模拟计算变得稳定，甚至 recovery of
ellipticity。

任晓丹 实体结构（连续体）分析
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积分型非局部化理论

积分型非局部材料模型的基本思想是将与材料本构关系有关
的物理量在一定空间内进行加权平均

f̃(x) =
∫
V
α(x, ξ)f(ξ) dξ

α(x, ξ) 是平均化权函数，满足如下归一化条件∫
V
α(x, ξ) dξ = 1 ∀x ∈ V

对局部应变张量 ϵ(x) 进行非局部化

ϵ̃(x) =
∫
V
α(x, ξ)ϵ(ξ) dξ

若假定应力 σ(x) 与非局部应变 ϵ̃(x) 之间满足线弹性关系

σ(x) = E0 : ϵ̃(x)
任晓丹 实体结构（连续体）分析
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梯度型非局部化理论

将局部变量 f(ξ) 在位置 x 进行 Taylor 展开

f(ξ) = f(x) +∇f(x) ·
(
ξ − x

)
+

1

2
∇2f(x) ·

(
ξ − x

)2
+ · · ·

代入积分表达式，可得

f̃(x) = f(x) + c∇2f(x) + d∇4f(x)

c 和 d 与相关函数 α(x, ξ) 有关，是材料特征尺度的度量。
若仅保留二阶梯度项，可得到常见的显式非局部梯度模型：

f̃(x) = f(x) + c∇2f(x)

任晓丹 实体结构（连续体）分析
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梯度型非局部化理论

上述显式非局部梯度模型要求给出局部变量的二阶梯度，其
有限元插值格式的构造需要高阶连续（至少 C1 连续）插值
函数，这给模型的有限元实现带来了困难。为此，一般将其
转化为如下非局部隐式梯度模型

f̃(x)− c∇2f̃(x) = f(x)

同时还需要补充自然边界条件

∇f̃(x) · n = 0 ∀x ∈ ∂Ω

研究表明，随着网格的加密上述非局部模型有时并不能保证
完全消除网格敏感性，为此提出了如下改进的非局部材料模
型（over-nonlocal）

˜̃f(x) = mf̃(x) + (1−m)f(x)

任晓丹 实体结构（连续体）分析
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积分型非局部损伤模型

Bazant 总结的常用 Nonlocal 损伤模型列表
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隐式梯度损伤模型

选择将局部损伤能释放率 Y(x) 进行隐式梯度非局部化，即{
Ỹ(x)− c∇2Ỹ(x) = Y(x)
∇Ỹ(x) · n = 0 ∀x ∈ ∂Ω

考察一维隐式梯度损伤模型对波动方程{
σ =

(
1− d

)
E0ϵ

d = d̂(Ỹ)
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由梯度损伤能释放率方程可得

∂Ỹ
∂ϵ

= 1 + c
∂2

∂x2

(
∂Ỹ
∂ϵ

)

求解可得

∂Ỹ
∂ϵ

= 1− 2 cosh−1

(
L
2

√
1/cx

)
≤ 0

最终可解得隐式梯度损伤模型的切线模量

Etan =
∂σ

∂ϵ
=
(
1− d

)
E0 − E0ϵ

∂d

∂Ỹ

∂Ỹ
∂ϵ
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