
应力应变分析

.

.

第二讲：应力应变分析
损伤力学基础研究生课程

任晓丹

同济大学建筑工程系

March 16, 2016

任晓丹 第二讲：应力应变分析



应力应变分析
应力分析
应变分析
应力应变基本方程

Euler�Cauchy 应力原理

T(n)
i = lim

∆s→0

∆Fi

∆S
=
dFi

dS
lim
∆s→0

∆Mi

∆S
= 0
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Euler�Cauchy 应力原理

σn = lim
∆s→0

∆Fn

∆S
=
dFn

dS
τ = lim

∆s→0

∆Fs

∆S
=
dFs

dS
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笛卡尔坐标系内的应力

σij =

σx τxy τxz
τyx σy τyz
τzx τzy σz


由于剪应力的互等性，上
述应力张量中的 9 个分量
只有 6 个是彼此独立的，
即：应力张量是二阶对称
张量。
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斜截面上的应力


tx = σxnx + τxyny + τxznz
ty = τyxnx + σyny + τyznz
tz = τzxnx + τzyny + σznz

写成张量形式

ti = σij · nj, t = σ · n

斜截面上的正应力和剪应力{
σn = t · n = ni · σij · nj
τ =

√
t · t− σ2

n
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主应力

存在某斜截面，只有正应力分量而没有剪应力分量，此时正
应力方向为截面法向，于是有 t = σn。
结合斜截面应力公式 t = σ · n，得到应力特征方程

σ · n = σn ⇒
∣∣σij − σδij

∣∣ = 0

展开特征方程

σ3 − I1σ2 + I2σ − I3 = 0

特征方程有 3 个实根，即 3 个主应力 σ1, σ2 和 σ3。一般约
定：σ1 ≥ σ2 ≥ σ3。进而可求得三个主方向，可以证明：当
σ1 ̸= σ2 ̸= σ3 时，三个主应力方向相互垂直。特征方程的系
数，即应力张量三个不变量的求法，请参照上节课的讨论以
及教材或其它资料。
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应力偏量

定义静水应力：

σm =
1

3
Tr(σ) =

1

3
σii =

1

3
(σ1 + σ2 + σ3)

应力偏量定义为：
sij = σij − σmδij

应力偏量表示纯剪应力状态，对于很多材料，是其重要的破
坏控制机制，所以应力偏量应用十分广泛。
J1、J2 和 J3 分别称为应力偏张量的第一、第二、第三不变
量。由于 J1 = 0，因此，一点的应力状态也可以用 I1、J2
和 J3 表示。
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变形分析
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格林应变与线性应变

考虑微段的长度变化
||dr̃||2 = dr̃ · dr̃ = dx̃idx̃i = dxj(δij + ui,j)(δik + ui,k)dxk

= dxj(δjk + uj,k + uk,j + ui,jui,k)dxk
= dr · (1+ 2E) · dr

此处格林（Green）应变定义为

E =
1

2
(uj,k + uk,j + ui,jui,k)

定义位移梯度的对称与反对称分量

εij =
1

2
(ui,j + uj,i) ωij =

1

2
(ui,j − uj,i)

最终有如下表达式

Eij = εij +
1

2
(εikεjk − εikωjk − ωikεjk + ωikωjk)
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应变的分解与不变量

应变的球偏分解
体积应变
应变的不变量
与应力张量分析类似，均可利用二阶张量的
相关结果，不再重复讲解

任晓丹 第二讲：应力应变分析



应力应变分析
应力分析
应变分析
应力应变基本方程

平衡方程
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平衡方程

∮
S
T(n) dS+

∫
V
F dV = 0

因为 T(n) = σ · n，并使用散度
定理，有∫

V
(∇ · σ + F) dV = 0

上式对任意体积 V 均成立，有

∇ · σ + F = 0
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协调条件
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弹性本构关系

线弹性本构关系

σij = Eijklεkl , σ = E0 : ε

刚度张量的对称性
次对称性

Eijkl = Ejikl = Eijlk

主对称性
Eijkl = Eklij
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弹性本构关系

Voight notation

sα α 1 2 3 4 5 6

sij
i 1 2 3 1 1 2
j 1 2 3 2 3 3

刚度张量矩阵化

[E] =


E11 E12 E13 E14 E15 E16
E21 E22 E23 E24 E25 E26
E31 E32 E33 E34 E35 E36
E41 E42 E43 E44 E45 E46
E51 E52 E53 E54 E55 E56
E61 E62 E63 E64 E65 E66

 =


E1111 E1122 E1133 E1112 E1113 E1123
E2211 E2222 E2233 E2212 E2213 E2223
E3311 E3322 E3333 E3312 E3313 E3323
E1211 E1222 E1213 E1212 E1213 E1223
E1311 E1322 E1333 E1312 E1313 E1323
E2311 E2322 E2333 E2312 E2313 E2323


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弹性本构关系

正交各向异性 (Orthotropy)

[E] =



E11 E12 E13 0 0 0
E21 E22 E23 0 0 0
E31 E32 E33 0 0 0
0 0 0 E44 0 0
0 0 0 0 E55 0
0 0 0 0 0 E66


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弹性本构关系

各向同性 (Isotropy)

Eijkl = λδijδkl + µ(δikδkl + δilδjk)

σij = λδijεkk + 2µεij

σkk = 2Kεkk , sij = 2µeij

W =
1

2
K(εkk)

2 + µeijeij
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作业题 1

证明：如图所示角点 A 的应力为 0（无外力作用在角点上）
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作业题 2

已知：1）应变位移关系

εij =
1

2
(ui,j + uj,i)

2）应力平衡方程
σij,j + bi = 0

求证： ∫
V
σijδεijdV−

∫
V
biδuidV−

∫
S
σijnjδuidS = 0
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公共邮箱

邮箱名：damage_mechanics@163.com
密码：sunshanglixue
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