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本节主要内容

...1 微分方程数值算法

...2 一维本构关系数值算法

...3 多维本构关系数值算法
弹性预测
塑性修正
损伤修正
一致刚度
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微分方程数值算法

考虑如下微分方程{
ẋ = dx

dt = a(x(t)), t ∈ [0,T]

x(t = 0) = x0

其中速度 a(x) 的函数关系已知
将时间 [0,T] 离散, 考虑时间增量步 [tn, tn+1]，已知 tn 时刻
的状态量 x(tn) = xn，求 tn+1 时刻的状态量 xn+1.

利用微分中值定理

a(xn+ϑ) =
xn+1 − xn

∆t
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微分方程数值算法

最终可得如下一阶微分方程数值算法公式：{
xn+1 = xn + a(xn+ϑ)∆t

xn+ϑ =
(
1− ϑ

)
xn + ϑxn+1

取 ϑ = 0，为前进欧拉算法：xn+1 = xn + a(xn)∆t

取 ϑ = 1
2，为中心点法：xn+1 = xn + a( xn+xn+1

2 )∆t

取 ϑ = 1，为后退欧拉法：xn+1 = xn + a(xn+1)∆t
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微分方程数值算法

前进欧拉算法

xn+1 = xn + a(xn)∆t

中心点法

xn+1 = xn + a(
xn + xn+1

2
)∆t
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微分方程数值算法

后退欧拉法：
xn+1 = xn + a(xn+1)∆t

将微分方程转化成了代数方程；
求解依赖于未知量 xn+1，所以称为完全隐式积分方法；
依赖非线性方程数值求解方法（最常用的为牛顿方法），一
般而言需要迭代；
向后欧拉方法同样具有一阶收敛精度，但其数值误差不会累
积、即是无条件稳定的；
在非线性应力—应变关系的数值求解中得到了非常广泛的
应用。
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一维弹塑性损伤本构关系基本方程

一维本构关系

σ =
(
1− d

)
σ̄, σ̄ = E0ϵ

e = E0

(
ϵ− ϵp)

一维损伤演化

d = g(rn), rn = max
τ∈[0,tn]

(ϵe)

一维塑性演化 
ϵ̇p = λ̇

∂F
∂σ̄

= λ̇sign(σ̄)

κ̇ = λ̇

σ̄ = E0

(
ϵ− ϵp

)
F =

∣∣σ̄∣∣− (
σ̄Y + Epκ

)
≤ 0
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塑性演化的求解

考虑 t ∈ [0,T] 时间段内某一时间增量步 [tn, tn+1]，时间增量步
长为 ∆t = tn+1 − tn，其中，tn 时刻对应的应变 ϵn 已知。此时，
利用增量应变加载的方式求应力—应变数值解的问题转化为：在
已知状态变量 (σ̄n, ϵ

p
n, κn) 和应变增量 ∆ϵ = ϵn+1 − ϵn 的条件下，

求取 tn+1 时刻的状态变量 (σ̄n+1, ϵ
p
n+1, κn+1)。采用向后欧拉方

法可将改写为如下非线性方程组：
ϵpn+1 = ϵpn +∆λsign(σ̄n+1)

κn+1 = κn +∆λ

σ̄n+1 = E0

(
ϵn+1 − ϵpn+1

)
Fn+1 =

∣∣σ̄n+1

∣∣− (
σ̄Y + Epκ

)
≤ 0
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弹性预测

首先假定在增量步 [tn, tn+1] 中没有塑性演化，从而按弹性
预测的状态变量为：

ϵp,trialn+1 = ϵpn

κtrialn+1 = κn

σ̄trialn+1 = E0

(
ϵn+1 − ϵp,trialn+1

)
Ftrialn+1 =

∣∣σ̄trialn+1

∣∣− (
σ̄Y + Epκ

trial
n+1

)
≤ 0

进而进行（弹性或塑性）状态判断{
Ftrialn+1 ≤ 0 弹性 (加) 卸载状态
Ftrialn+1 > 0 塑性加载状态
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（弹性或塑性）状态判断

{
Ftrialn+1 ≤ 0 弹性 (加) 卸载状态 (·)n+1 = (·)trialn+1 本步结束
Ftrialn+1 > 0 塑性加载状态 Fn+1 = 0, ∆λ > 0 塑性求解
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塑性修正

将非线性方程组
ϵpn+1 = ϵpn +∆λsign(σ̄n+1)

κn+1 = κn +∆λ

σ̄n+1 = E0

(
ϵn+1 − ϵpn+1

)
Fn+1 =

∣∣σ̄n+1

∣∣− (
σ̄Y + Epκ

)
≤ 0

改写为残量形式{
rpn+1 = −ϵpn+1 + ϵpn +∆λsign(σ̄n+1) = 0

Fn+1 =
∣∣σ̄n+1

∣∣− (
σ̄Y + Epκ

trial
n+1 + Ep∆λ

)
= 0

并有效应力

σ̄n+1= E0

(
ϵn+1 − ϵpn)− E0∆ϵp = σ̄trialn+1 − E0∆λsign(σ̄n+1)
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塑性修正

对有效应力表达式采用等式 x =
∣∣x∣∣sign(x) 化简，可得∣∣σ̄n+1

∣∣sign(σ̄n+1) =
∣∣σ̄trialn+1

∣∣sign(σ̄trialn+1)− E0∆λsign(σ̄n+1)

即 (∣∣σ̄n+1

∣∣+ E0∆λ
)
sign(σ̄n+1) =

∣∣σ̄trialn+1

∣∣sign(σ̄trialn+1)

可得 {
sign(σ̄n+1) = sign(σ̄trialn+1)∣∣σ̄n+1

∣∣+ E0∆λ =
∣∣σ̄trialn+1

∣∣
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塑性修正

代入屈服条件

Fn+1 =
∣∣σ̄n+1

∣∣− (
σ̄Y + Epκ

trial
n+1 + Ep∆λ

)
=

∣∣σ̄trialn+1

∣∣− E0∆λ−
(
σ̄Y + Epκ

trial
n+1 + Ep∆λ

)
= 0

可解得

∆λ =

∣∣σ̄trialn+1

∣∣− (
σ̄Y + Epκ

trial
n+1

)
E0 + Ep

=
f trialn+1

E0 + Ep

进而可解得 tn 时刻的状态变量 (σ̄n+1, ϵ
p
n+1, κn+1)
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损伤修正

损伤修正 
ϵen+1 = ϵn+1 − ϵpn+1

rn+1 = max
(
ϵen, ϵ

e
n+1

)
dn+1 = g(rn+1)

应力求解 {
σ̄n+1 = E0ϵ

e
n+1

σn+1 =
(
1− dn+1

)
σ̄n+1
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多维本构关系数值算法

已知：上一个时刻 tn 的应变 ϵn、基本状态变量
σn, d±n , ϵ

p
n,κn

给定：应变增量 ∆ϵ

求：tn+1 时刻的状态变量 σn+1, d±n+1, ϵ
p
n+1,κn+1

弹性预测、塑性修正、损伤修正、一致刚度
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弹性预测
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弹性预测

冻结塑性演化与损伤演化，有
σ̄trialn+1 = E0 :

(
ϵn+1 − ϵp,trialn+1

)
ϵp,trialn+1 = ϵpn

κtrialn+1 = κn

d±,trial
n+1 = d±n

状态判断

F trial
n+1 = F(σ̄trialn+1,κ

trial
n+1)

{
< 0 (·)n+1 = (·)trialn+1 本步结束
≥ 0 Fn+1 = 0, ∆λ > 0 塑性求解
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塑性修正

采用后退欧拉方法改写塑性演化方程{
ϵpn+1 = ϵn +∆λΓn+1

κn+1 = κn +∆λHn+1

塑性应变流动方向矢量 Γn+1 和硬化模量 Hn+1 分别记为Γn+1 =
∂Fp

(
σ̄n+1,κn+1

)
∂σ̄

Hn+1 = H
(
σ̄n+1,κn+1

)
经过塑性修正后的状态变量为 σ̄n+1, d±n , ϵ

p
n+1,κn+1
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塑性修正

与屈服条件、有效应力方程结合，形成塑性空间封闭方程组
ϵpn+1 = ϵpn +∆λΓn+1

κn+1 = κn +∆λHn+1

σ̄n+1= E0 :
(
ϵn+1 − ϵpn+1

)
Fn+1 = F(σ̄n+1,κn+1) = 0

对有效应力表达式进一步变形

σ̄n+1 = E0 :
(
ϵn+1 − ϵpn

)
− E0 : ∆ϵp = σ̄trialn+1 − E0 : ∆ϵp
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牛顿方法

不失一般性，考虑非线性方程

f(x) = 0

对其进行 Taylor 级数展开并略去二阶以上项（即所谓线性
化），可以给出如下迭代格式

f (k) +

(
df
dx

)(k)

δx = 0, x(k+1) = x(k) + δx

式中，δx 为第 k 次迭代结束时 x 的增量，即

δx = −

[(
df
dx

)(k)
]−1

f(k)
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塑性求解

将由后退欧拉法得到塑性控制方程写成残量的形式
Rϵp

n+1 = C0 :
(
σ̄n+1 − σ̄trialn+1

)
+∆λΓn+1 = 0

Rκ
n+1 = −κn+1 + κn +∆λHn+1 = 0

Fn+1 = F(σ̄n+1,κn+1) = 0

将上述方程组进行线性化后得到（式中省略了上标 (k)，以下除
非特别说明，所有的变量均在第 k 次迭代开始时取值）：

Rϵp
n+1 + C0 : δσ̄ +∆Γn+1 · δ(∆λ) +∆λ · δΓ = 0

Rκ
n+1 − δκ+Hn+1 · δ

(
∆λ

)
+∆λ · δH = 0

Fn+1 + ∂σ̄F : δσ̄ + ∂κF · δκ = 0

其中

δΓ = ∂σ̄Γ : δσ̄ + ∂κΓ · δκ , δH = ∂σ̄H · δσ̄ + ∂κH · δκ
任晓丹 本构关系数值算法
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塑性求解

整理可得[
C0 +∆λ∂σ̄Γ ∆λ∂κΓ

∆λ∂σ̄H ∆λ∂κH− I

] [
δσ̄
δκ

]
= −

[
Rϵp

n+1

Rκ
n+1

]
−
[
Γn+1

Hn+1

]
δ(∆λ)

可解得 [
δσ̄
δκ

]
= −An+1 :

[
Rn+1 +Λn+1δ(∆λ)

]
其中

An+1 =

[
C0 +∆λ∂σ̄Γ ∆λ∂κΓ

∆λ∂σ̄H ∆λ∂κH− I

]−1

Rn+1 =

[
Rϵp

n+1

Rκ
n+1

]
, Λn+1 =

[
Γn+1

Hn+1

]
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塑性求解

代入屈服函数的线性化表达式，整理可解得塑性流动因子

δ(∆λ) =
Fn+1 −∇Fn+1 : An+1 : Rn+1

∇Fn+1 : An+1 : Λn+1

第 k 次迭代结束后的有效应力、塑性应变、硬化参数和塑性流动
因子可以分别更新为：

σ̄
(k+1)
n+1 = σ̄

(k)
n+1 + δσ

ϵ
p(k+1)
n+1 = ϵ

p(k)
n+1 + δϵp = ϵ

p(k)
n+1 − C0 : δσ̄

κ
(k+1)
n+1 = κ

(k)
n+1 + δκ

∆λ(k+1) = ∆λ(k) + δ(∆λ)
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塑性求解

基于 Newton-Raphson 迭代方法的最近点投影回映算法
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损伤修正

损伤修正 
d±n+1 = g±(r±n+1)

r±n+1 = max(ϵ
e±
n , ϵe±n+1)

ϵe±n+1 = f±(Y±
n+1)

Y±
n+1 = Y±(σn+1)

应力更新

σn+1 =
(
1− d+n+1)σ̄

+
n+1 +

(
1− d−n+1)σ̄

−
n+1
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切线刚度

材料切线刚度

Etan =
∂σ

∂ϵ

∣∣∣∣
n+1

算法一致刚度
Etanalg =

∂σn+1

∂ϵn+1

二者各表示什么意义？二者是否相等？
如果不相等，如何选取？
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切线刚度

回到最简单的情况{
ẋ = dx

dt = a(x(t))

x(t = 0) = x0
, xn+1 = xn + a(xn+1)(tn+1 − tn)

（材料）切线刚度

dx
dt

∣∣∣∣
n+1

= a(xn+1)
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切线刚度

回到最简单的情况{
ẋ = dx

dt = a(x(t))

x(t = 0) = x0
, xn+1 = xn + a(xn+1)(tn+1 − tn)

算法一致刚度

dxn+1 =
da
dx

∣∣∣∣
n+1

∆tdxn+1 + a(xn+1)dtn+1

⇒
(
1− da

dx

∣∣∣∣
n+1

∆t
)
dxn+1

dtn+1
= a(xn+1)

与（材料）切向刚度不相等，且

∆t → 0 ,
dxn+1

dtn+1
→ dx

dt

∣∣∣∣
n+1
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切线刚度

材料切线刚度与算法切线刚度不一致的来源？
离散系统（后退欧拉系统）逼近连续系统（微分系统）产生
的误差
如何选取？

为什么要使用刚度？
用于结构层次非线性方程的迭代求解
为什么要使用切线刚度？
基于切线刚度可以达到二阶收敛速度
数值计算过程中采用的是离散系统还是连续系统？
离散系统！

结论：多数时候应采用算法一致刚度，算法一致刚度是“将
错就错”的结果！
具体推导请自学课本相关章节
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结束

邮箱名：damage_mechanics@163.com
密码：sunshanglixue
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