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薄板理论
Kirchhoff–Love theory of plates



KIRCHHOFF假定

垂直与板中性面的
直线变形后仍保持
直线并垂直与中性
面。

板的厚度变形前后
保持不变。



薄板的位移
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薄板的应变
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薄板的应变
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薄板（中性面）的变形
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平面内变形 弯曲变形
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i=j 曲率
i≠j扭率



薄板应力和内力

薄板应力：
ij , 1 or 2i j  与应变分量对应

13 23,  截面剪应力 33 板表面压力

薄板内力：
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薄膜力

弯矩、扭矩

剪力



板的内力
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薄板平衡方程
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薄膜力平衡
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薄板平衡方程
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弯曲内力平衡



应力应变关系
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应力应变关系
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各向同性
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中性面
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代入平衡方程

薄膜力平衡
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边界条件
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薄板单元
Thin plate element



弱形式
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相应位移边界
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单元构造
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w的二阶导数，
需要C1连续性！
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有限元网格很难实现！



四节点（矩形）薄板单元

四节点薄板单元，3×4=12自由度
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四节点（矩形）薄板单元

四节点薄板单元，3×4=12自由度
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联立12个方程
解得插值系数



四节点（矩形）薄板单元
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四节点（矩形）薄板单元

刚体位移

常应变（曲率、扭率）

满足完备性要求
不能推广到（等参）四边形板元

平行四边形板元尚可
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满足挠度协调性要求
不满足（转角）协调性要求



三节点薄板单元

三节点薄板单元自由度（9个物理自由度）

采用待定系数法很难取舍！



三节点薄板单元

面积坐标及其多项式：

一次项： 1 2 3, ,L L L 一次完全多项式： 1 1 2 2 3 3+ +L L L  

二次项： 2 2 2

1 2 3 1 2 2 3 3 1, , , , ,L L L L L L L L L

二次完全多项式为一、二次项中任意6项线性组合，最常用形式：

1 1 2 2 3 3 4 1 2 5 2 3 6 3 1+ +L L L L L L L L L       

三次项： 3 3 3 2 2 2 2 2 2

1 2 3 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3 1 1 2 3, , , , , , , , ,L L L L L L L L L L L L L L L L L L

三次完全多项式为一、二、三次项中任意10项线性组合，最常用形式：

2 2 2

1 1 2 2 3 3 4 1 2 5 2 3 6 3 1 7 1 2 8 2 3 9 10 1 2 33 1+ +L L L L L L L L L L L L L LL LL L              



三节点薄板单元

面积坐标插值多项式性质：

Bubble function，与节点位移/转角无关，
可灵活使用使单元满足某些给定性质。



三节点薄板单元

w  Pα ,  9P α 各 项

( , ) ( , )

( , ) , ,

i i i i

i i i xi yi

x y x y

x y w
x y

 
 

   
 

P P
P α α α 联立9个方程

解得插值系数

其中面积坐标的偏导数：
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三节点薄板单元
2 2 2
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C=1/2时满足常应变要求！
但只对有限的情况精确满
足分片试验！1 2 3
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三节点薄板单元
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该单元能通过任意形式的分片试验，与三点（减缩）积分配合性能良好。
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公共邮箱

地址：fem_tongji@163.com

密码：youxiandanyuanfa



今天就到这里，

明天的事儿明天再说！
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