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弹性力学问题有限元流程概略
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有限元直接刚度方程

考虑（边界）约束条件

线性方程求解

组装整体刚度矩阵、荷载向量

单元积分

单元插值



平面三角形单元
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单元区域记为：

三个节点编号：i、j、k

三个节点坐标：
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平面三角形单元

x

y

z

( , )i ix y

( , )j jx y

( , )k kx y

( , )x y

( , )j jx y

( , )k kx y

( , )i ix y

( , )x y ( , )i ix y ( , )j jx y ( , )k kx y

( , )i ix y ( , )j jx y ( , )k kx y

( , ) ex y 

( , )x y估计：

已知：



平面三角形单元
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平面三角形单元
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其中：

( , )i j j ijN x y  ( , ) ( , ) ( , ) 1i j kN x y N x y N x y  

Kronecker delta Partition of unity



平面三角形单元

位移向量：

u

v

 
  
 

u
( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )

i i j j k k

i i j j k k

N x y u N x y u N x y u

N x y v N x y v N x y v

  
  

   
= e

Na

0 0 0
=

0 0 0

i j k

i j k

N N N

N N N

 
 
 

N

T

= , , , , ,e

i i j j k ku v u v u v  a



平面三角形单元

应变：
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单元内应变
为常数！



平面三角形单元

应力：
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上述表达式适用于平面应力问题；
平面应变问题只需对E和v进行代换即可。



平面三角形单元

单元刚度矩阵：

T T=
e

i

e

j i j k

k

d tA tA


 
 

       
 
 



B

K B DB B DB B D B B B

B

ii ij ik

ji jj jk

ki kj kk

 
 

  
 
 

K K K

K K K

K K K

1 3

2

2 4

T

4(1 )
pq p q

K KEt
t

Kv
A

KA

 
  

 



K B DB

2 2

1 2

1 1
=    

2 2
p q p q p q p q

v v
K b b c c K vc b b c

 
  

2 2

3 4

1 1
=    

2 2
p q p q p q p q

v v
K vb c c b K c c b b

 
  

, , ,p q i j k



平面三角形单元

单元刚度矩阵：

对称性：来源于伽辽金法。

主元恒正：本质上也来源于伽辽金法。

奇异性：

存在节点位移向量使得： 0e e Ka a
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刚体位移！



平面三角形单元

单元节点荷载向量：
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结构整体集成
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    G GK 转换矩阵
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荷载向量：
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结构整体集成

刚度矩阵：
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结构刚度矩阵的性质

对称性：来源于伽辽金法。

主元恒正：本质上也来源于伽辽金法。

奇异性：也有零能模式。

稀疏性：来源于单元之间的联通结构。

非零元素带状分布：来源于单元之间的联通结构。



位移（边界）约束条件

直接代入法：
aa ab a a

ba bbbb

     
     

     

K K a P

K K Pa

aa a a ab bKK a P a=  1

a aa a ab b

 a = K P K a

置大数法：

置0-1法……

jj j jj jK a K a 

     
     
     
     

     
     
     
     
     



线性方程组求解

 小型问题一般采用直接法，大型问题一
般采用间接法。

 小型问题主要利用矩阵的正定性，大型
问题主要利用矩阵的稀疏性。

 求解方法与存储方法往往密切相关。



有限元解的性质

系统势能：
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位移有限元的位移解整体上小于精确解，刚度整体上大于实际刚度。
原因是有限元在离散过程中忽略了某些自由度，相当于施加了某些约
束，从而使得整体响应偏刚。



轴对称问题

自己看，有问题讨论！
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今天就到这里，

明天的事儿明天再说！
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