
第七讲非协调元与分片试验

有限单元法研究生核心课程

任晓丹

rxdtj@tongji.edu.cn

同济大学土木工程学院



协调元与非协调元
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Conforming element

非协调元
Non-conforming element

判断条件：单元间相邻边的函数插值是否完
全由本边上的节点决定，或不在本边的节点
形函数是否在本边上恒为零。



WILSON非协调元
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一般平面四节点单元 不完全二阶项



WILSON非协调元
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模拟弯曲变形模式



WILSON非协调元
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WILSON非协调元
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自由度凝聚！



BUBBLE FUNCTIONS

合理运用Bubble functions可以在不改变单
元协调性的基础上改进单元的精度。



非协调元若干评价

 由于附加自由度的形函数在单元边界处不等于零，进而导致了
单元边界的插值结果与非边界自由度有关，以此构造的单元相
邻单元边界上的变形即会发生不协调。

 非协调元破坏了单元间的C0连续性条件，不符合常规单元的收
敛性条件，但计算实践表明有些非协调元仍能得到收敛的计算
结果。

 由于非协调元的非协调性相当于放松了结构内部的约束，非协
调元有时甚至会得到优于协调元的结果。

 此类非协调元的收敛性来源于当𝒉 → 𝟎时单元趋于协调。

 需要一种方法来判断有限元模型的收敛性，或者至少对有限元
模型进行一个具有工程意义的评价。



分片试验（PATCH TEST）

有限元单元法中，分片（patch）是指同时
包含边节点和内部节点的单元组。



分片试验（PATCH TEST）

 分片试验最早由Bruce Irons提出，作为评价有单元模型质量
的简单指标。

 分片试验的操作过程就是验证有限元分片是否能（精确）模拟
微分方程的（简单）精确解。单元分片（在𝒉 → 𝟎时）如果能
精确再现方程的（简单）精确解，则称单元通过对应分片试验。

 在固体力学分析中，一般验证有限元分片是否能够精确模拟线
性位移场（常应变场）。当然，也有所谓高阶分片试验。

 严格讲，通过（物理）分片试验既非有限元模型收敛的充分条
件也非必要条件。但是由于操作简单，含义直观，工程分析中
还是习惯于采用分片试验评价有限元模型的质量。



分片试验（PATCH TEST）



分片试验（PATCH TEST）



分片试验（PATCH TEST）

四节点全积分单元分片
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（物理）分片试验示例 2x 

分片试验结果：与预设解一致

若采用减缩积分单元，Test C将出现刚度矩阵奇异。



分片试验（PATCH TEST）

非协调元分片试验
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Wilson非协调元

Pass！

Fail！

Pass！



分片试验（PATCH TEST）

非协调元分片试验

对于（Wilson）非协调元，由于基础形函数能够通过分片试验，这里只要
保证在线性位移场（常应变场）的作用下，附加非协调自由度对应幅值为0，
即可通过（第二类）分片试验。
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分片试验（PATCH TEST）

对于非协调元的第三类分片试验，须考虑面力（不失一般性忽略体力）：
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（常）面力在非协调形函数上的作用量须消除或者忽略！
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分片试验（PATCH TEST）

分片试验的数学表达：
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离散高斯定理：

数值积分离散
高斯定理：

任意常应力场：



结构工程中的典型应用

常规平面单元在与梁连接
节点不具有转角协调

附加节点转动自由度的平
面单元构成非协调元！



公共邮箱

地址：fem_tongji@163.com

密码：youxiandanyuanfa



今天就到这里，

明天的事儿明天再说！
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