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期末大作业

二维梁的信息如下：L=8，D=4，厚度t=1，弹性模量E=3.e7，泊松比
v=0.2，荷载P=200。试完成以下计算：

1. 自行编制二维有限元程序，采用平面四节点单元，同时考虑全积
分和减缩积分，模拟梁受力之后的位移和应力。

2. 针对不同数值积分方式所得计算结果，变化合适的高宽比
（1:2~1:10），讨论不同数值积分方式可能引起的锁闭、沙漏等
问题。

3. 在双对数坐标中画出采用减缩积分单元所得计算所得位移、应力
结果的误差范数曲线。

Due date：06/23/2015



期末大作业

提示：

1. 梁的位移和内力的解析解如下：

2. 误差范数的计算公式如下，计算中须至少变化5个单元长度，最大单
元长度与最小单元长度之间跨过3个长度量级，采用比有限元计算过
程中更加精细的数值积分，才可能得到稳定且成一条直线的结果。

3. 须根据解析解精确施加边界条件，不能随意采用圣维南原理，否则误
差范数计算将会出现问题。
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工程梁单元

Euler-Bernoulli梁理论

0, 0y xy  

2

2x

u u w
z

x x x


  
  
  

u u z 
w

x






2

2x x

u w
E E z

x x
 

  
   

  



工程梁单元
2

2x x

u w
E E z

x x
 

  
   

  

x
A

u
N dA EA

x



 



2

2x
A

w
M zdA EI

x



  



( )
N

f x
x






M
Q

x






( )
Q

q x
x


 



2

2
= ( )

u
EA f x

x





2 2

2 2
( )

w
EI q x

x x

  
 

  

轴向变形与横向变形互不影响，可分别构造求解方法。
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轴向变形控制方程/泛函：

按照单元积分：

弱形式控制方程：
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插值：
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侧向变形控制方程/泛函：
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弱形式控制方程：
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按照单元积分：
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工程梁单元
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Na插值矩阵

单元刚度矩阵

（两端刚接）
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工程梁单元

单元刚度矩阵

（一端刚接一端铰接）
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工程梁单元

坐标转换
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工程梁单元

等效节点荷载
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支座约束与支座位移：罚函数法！



剪切梁单元

Timoshenko梁理论

Timoshenko medal



剪切梁单元
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先不考虑轴向变形：
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剪切梁单元

能量泛函：
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弱形式：
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剪切梁单元

位移、转角分别插值
（C0连续性，Timoshenko梁单元）： 1
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能量泛函：

两节点一阶线性插值：
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对于浅梁，系数成为
被动罚数！
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减缩积分：1点高斯积分，只在ξ=0处取值

锁死！
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一般插值：
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抛弃 可能引起锁死的项0 

假设剪切应变方法！

剪切应变：
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直接代入弱形式计算：
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公共邮箱

地址：fem_tongji@163.com

密码：youxiandanyuanfa



今天就到这里，

明天的事儿明天再说！
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