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Euler�Cauchy 应力原理

T(n)
i = lim

∆s→0

∆Fi
∆S

=
dFi
dS

lim
∆s→0

∆Mi

∆S
= 0
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Euler�Cauchy 应力原理

σn = lim
∆s→0

∆Fn
∆S

=
dFn
dS

τ = lim
∆s→0

∆Fs
∆S

=
dFs
dS
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笛卡尔坐标系内的应力

σij =

σx τxy τxz
τyx σy τyz
τzx τzy σz


由于剪应力的互等性，上
述应力张量中的 9 个分量
只有 6 个是彼此独立的，
即：应力张量是二阶对称
张量。

任晓丹 第三讲：应力应变分析



应力分析
应变分析

应力应变关系

斜截面上的应力


tx = σxnx + τxyny + τxznz
ty = τyxnx + σyny + τyznz
tz = τzxnx + τzyny + σznz

写成张量形式（Cauchy 应力公式）

ti = σijnj, t = σ · n

斜截面上的正应力和剪应力{
σn = t · n = niσijnj
τ =

√
t · t− σ2

n
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应力转轴公式

不同坐标系下 Cauchy 应力公式

ti = σijnj t′i = σ′
ijn

′
j

向量坐标转换公式

n′j = nlβlj t′i = tkβki

βkitk = σ′
ijnlβlj ⇒ βmiβkitk = δmktk = tm = βmiσ

′
ijnlβlj

应力转轴公式 (张量表达)

σij = βikσ
′
klβlj ⇒ σ = βT · σ′ · β
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应力转轴

Mohr 圆公式
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主应力

存在某斜截面，只有正应力分量而没有剪应力分量，此时正
应力方向为截面法向，于是有 t = σn。
结合斜截面应力公式 t = σ · n，得到应力特征方程

σ · n = σn ⇒
∣∣σij − σδij

∣∣ = 0

展开特征方程

σ3 − I1σ2 + I2σ − I3 = 0

特征方程有 3 个实根，即 3 个主应力 σ1, σ2 和 σ3。一般约
定：σ1 ≥ σ2 ≥ σ3。进而可求得三个主方向，可以证明：当
σ1 ̸= σ2 ̸= σ3 时，三个主应力方向相互垂直。特征方程的系
数，即应力张量三个不变量的求法，请参照上节课的讨论以
及教材或其它资料。
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应力偏量

定义静水应力：

σm =
1

3
Tr(σ) =

1

3
σii =

1

3
(σ1 + σ2 + σ3)

应力偏量定义为：
sij = σij − σmδij

应力偏量表示纯剪应力状态，对于很多材料，是其重要的破
坏控制机制，所以应力偏量应用十分广泛。
J1、J2 和 J3 分别称为应力偏张量的第一、第二、第三不变
量。由于 J1 = 0，因此，一点的应力状态也可以用 I1、J2
和 J3 表示。
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八面体应力

σij =

σ1 0 0
0 σ2 0
0 0 σ3


T(n)

oct = σijniej
= σ1n1e1 + σ2n2e2 + σ3n3e3
= 1√

3
(σ1e1 + σ2e2 + σ3e3)
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八面体应力

σoct = T(n)
i ni = σijninj

= σ1n1n1 + σ2n2n2 + σ3n3n3
= 1

3(σ1 + σ2 + σ3) =
1
3I1

τoct =

√
T(n)
i T(n)

i − σ2
n

=

[
1

3
(σ2

1 + σ2
2 + σ2

3)

− 1

9
(σ1 + σ2 + σ3)

2

]1/2
= 1

3

√
2I21 − 6I2 =

√
2
3J2
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三维主应力空间

Haigh-Westergaard stress space
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Π 平面
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Lode/Haigh-Westergaard 坐标系
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平衡方程
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（第一）平衡方程

∮
S
T(n) dS+

∫
V
F dV = 0

因为 T(n) = σ · n，并使用散度
定理，有∫

V
(∇ · σ + F) dV = 0

上式对任意体积 V 均成立，有

∇ · σ + F = 0
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（第二）平衡方程

合力矩为零

MO =

∫
∂Ω
r×TdS+

∫
Ω
r× FdΩ

=

∫
∂Ω

ϵijkxjT
n
kdS+

∫
Ω
ϵijkxjFkdΩ = 0

第一项

R1 =

∫
∂Ω

ϵijkxjσmknmdS =

∫
Ω
(ϵijkxjσmk),mdΩ

=

∫
Ω
(ϵijkxj,mσmk + ϵijkxjσmk,m)dΩ
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（第二）平衡方程

回代

MO =

∫
Ω
(ϵijkxj,mσmk)dΩ+

∫
Ω
ϵijkxj(σmk,m + Fk)dΩ = 0

由第一平衡方程，可得上式第二项等于零，第一项有∫
Ω
(ϵijkxj,mσmk)dΩ =

∫
Ω
(ϵijkδjmσmk)dΩ =

∫
Ω
(ϵijkσjk)dΩ = 0

上式对于任意体积成立

ϵijkσjk = 0 ⇒ σij = σji

剪应力互等！
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变形分析
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格林应变

考虑微段的长度变化

||dr̃||2 = dr̃ · dr̃ = dx̃idx̃i = dxj(δij + ui,j)(δik + ui,k)dxk
= dxj(δjk + uj,k + uk,j + ui,jui,k)dxk
= dr · (1+ 2E) · dr

此处格林（Green）应变定义为

Eik =
1

2
(uj,k + uk,j + ui,jui,k)

定义变形梯度
F = ∇⊗ u Fij = ui,j

格林（Green）应变

E = F+ FT + FT · F
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格林应变与线性应变

定义位移梯度的对称与反对称分量

εij =
1

2
(ui,j + uj,i) ωij =

1

2
(ui,j − uj,i)

最终有如下表达式

Eij = εij +
1

2
(εikεjk − εikωjk − ωikεjk + ωikωjk)
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应变的分解与不变量

应变的球偏分解
体积应变
应变的不变量
与应力张量分析类似，均可利用二阶张量的
相关结果，不再重复讲解
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协调条件
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线弹性本构关系
有限弹性本构关系

弹性本构关系

In physics, elasticity is the ability of a body to
resist a distorting influence or stress and to
return to its original size and shape when the
stress is removed.

Linear elasticity
Finite elaticity

Cauchy elasticity (柯西弹性)
Hyperelasticity or Green elasticity (超弹性、格林弹性)
Hypoelasticity (次弹性)
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线弹性本构关系

线弹性本构关系

σij = Eijklεkl , σ = E0 : ε

刚度张量的对称性
次对称性

Eijkl = Ejikl = Eijlk
来源于：

σij = σji εkl = εlk

主对称性
Eijkl = Eklij

来源于：
W =

1

2
Eijklεijεkl
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Voight notation

sα α 1 2 3 4 5 6

sij
i 1 2 3 1 1 2
j 1 2 3 2 3 3

刚度张量矩阵化

[E] =


E11 E12 E13 E14 E15 E16
E21 E22 E23 E24 E25 E26
E31 E32 E33 E34 E35 E36
E41 E42 E43 E44 E45 E46
E51 E52 E53 E54 E55 E56
E61 E62 E63 E64 E65 E66

 =


E1111 E1122 E1133 E1112 E1113 E1123
E2211 E2222 E2233 E2212 E2213 E2223
E3311 E3322 E3333 E3312 E3313 E3323
E1211 E1222 E1213 E1212 E1213 E1223
E1311 E1322 E1333 E1312 E1313 E1323
E2311 E2322 E2333 E2312 E2313 E2323
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正交各向异性 (Orthotropy)

[E] =



E11 E12 E13 0 0 0
E21 E22 E23 0 0 0
E31 E32 E33 0 0 0
0 0 0 E44 0 0
0 0 0 0 E55 0
0 0 0 0 0 E66
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各向同性 (Isotropy)

Eijkl = λδijδkl + µ(δikδkl + δilδjk)

σij = λδijεkk + 2µεij

σkk = 2Kεkk , sij = 2µeij

W =
1

2
K(εkk)

2 + µeijeij
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柯西弹性

一般的，柯西弹性本构关系是指柯西应力 σ 与变形梯度 F 之间
满足如下函数关系：

σ = G(F)

对于工程中常见的情况，用小（对称）应变代替变形梯度，有

σ = G(ε)

上式表明，当前的应力只与当前的应变（变形）有关，与加载历
史无关，所描述的加载过程完全可逆。上述式子定义的材料称
为柯西弹性材料。
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柯西弹性

应变能函数

W(εij) =

∫ εij

0
σijdεij =

∫ ε

0
G(ε) : dε

应变能变化

W(ε∗ij, εij) =

∫ εij

ε∗ij

σijdεij =
∫ ε

ε∗
G(ε) : dε

环路上的应变能

W(ε∗ij) =

∮
ε∗ij

σijdεij =
∮
ε∗

G(ε) : dε
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柯西弹性

环路上的应变能

W(ε∗ij) =

∮
ε∗ij

σijdεij =
∮
ε∗

G(ε) : dε = 0?

对于柯西弹性材料，上式可能不满足。即对于特定的加载循
环，可能出现材料净输出能量（spurious energy）的情况，
将不符合热力学定律。表现在实际应用中，材料模型的分
析、计算模拟等将可能出现各类不稳定现象。
为了满足上式的要求，基于应变能提出了超弹性（格林弹
性）材料模型。
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超弹性（格林弹性）

应变能函数 W 存在
应力与应变的关系由应变能的
偏导数确定。
常用于橡胶等材料，一般是大
变形问题。
存在是应力与应变的配对问题。

S =
∂W
∂E

, σ =
∂W
∂F

对于小变形问题: σ = ∂W
∂ε。
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超弹性（格林弹性）

一般将应变能 W 假定为应变量度（ε、F、E 等）不变量的
函数，有

W = W(I′1, I
′
2, I

′
3) = W(λ′

1, λ
′
2, λ

′
3)

求导可得对应应力

S =
∂W
∂E

, σ =
∂W
∂F

, σ =
∂W
∂ε
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超弹性（格林弹性）

Neo-Hookean 模型

W = C1(I1 − 3) , I1 = λ2
1 + λ2

2 + λ2
3 , 不可压缩模型

W = C1 (Ī1 − 3) +D1 (J− 1)2 , 可压缩模型

J = det(F) = λ1λ2λ3 , Ī1 = J−1I1

Mooney�Rivlin 模型

W = C1(I1 − 3) + C2(I2 − 3)

Ī1; = J−2/3 I1 ; I1 = λ2
1 + λ2

2 + λ2
3 ; J = det(F) = λ1λ2λ3

Ī2; = J−4/3 I2 ; I2 = λ2
1λ

2
2 + λ2

2λ
2
3 + λ2

3λ
2
1
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超弹性（格林弹性）
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次弹性

A hypoelastic material can be rigorously defined as one that is
modeled using a constitutive equation satisfying the following
two criteria（Truesdell 1963, 2004）:

The Cauchy stress σ at time t depends only on the order in
which the body has occupied its past configurations, but
not on the time rate at which these past configurations
were traversed. As a special case, this criterion includes a
Cauchy elastic material, for which the current stress
depends only on the current configuration rather than the
history of past configurations.

There is a tensor-valued function G such that σ̇ = G(σ,L)
is the material rate of the Cauchy stress tensor, and L = Ḟ
is the spatial velocity gradient tensor.
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次弹性

Specific formulations of hypoelastic models typically employ a
so-called objective stress rate so that the G function exists only
implicitly. Hypoelastic material models frequently take the
form:

◦
τ = M : ε̇

◦
τ is an objective rate of the Kirchhoff stress (τ := Jσ);

M is the so-called elastic tangent stiffness tensor.
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次弹性

客观应力率 ◦
τ 的定义和选取是连续介质力学的重要内容，

囿于课程时间和内容限制，这里不再详细介绍。
对于小变形问题，有如下简化表达式：

σ̇ = M : ε̇

次弹性模型只是定义了增量形式，是一类非常一般性的模
型，超弹性模型，弹塑性增量模型等均可以看做其特例。
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