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塑性的定义

In physics and materials science, plasticity describes the
deformation of a material undergoing non-reversible changes of
shape in response to applied forces. 1

1Jacob Lubliner. Plastic Theory. 2008, Dover Publication, New York.
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实验现象：屈服和强化

有明显屈服点的钢材和没有明显屈服点的钢材
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实验现象：包兴格效应
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实验现象：混凝土的塑性
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重复加载受压实验2 重复加载受拉实验3

2Karsan I D, Jirsa J O. Behavior of Concrete under Compressive
Loadings. Journal of the Structural Division, 1969, 95(12):2543�2563.

3Taylor R L. FEAP: A finite element analysis program for engineering
workstation Rep. No. UCB/SEMM-92 (Draft Version).
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实验现象：混凝土的塑性

单轴受压实验 约束受压实验
(http://www.fhwa.dot.gov/publications/research/infrastructure

/pavements/05062/chapt2a.cfm)

任晓丹 第五讲：弹塑性理论基础



概述
弹塑性理论

实用弹塑性模型
弹塑性理论数值算法初步

标准（一维）塑性模型
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塑性与非线性

残余应变是塑性的直接体现，也是塑性力学引入的主要状态
量。
发生残余应变之后，材料结构产生了某些不可逆的变化。
材料结构的不可逆变化与材料非线性行为之间有着紧密的联
系。
残余应变⇒材料结构不可逆变化 ⇐⇒材料非线性
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一维弹塑性理论
多维弹塑性理论

一维弹塑性理论
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一维弹塑性理论
多维弹塑性理论

一维弹塑性物理模型

弹簧摩擦元模型

应变弹塑性分解
ε = εe + εp

应力应变关系

σ = E(ε− εp), σ̇ = E(ε̇− ε̇p)

任务：引入εp的表达式，建立以 σ、ε 及、εp 为状态量的闭
合的理论体系
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一维弹塑性理论
多维弹塑性理论

一维弹塑性模型数学分析

基本方程全量形式
σ = E(ε− εp)

补充方程全量形式

f(σ) = 0 or f(σ, εp) = 0

方程数等于未知量数，不必要继续补充方程！
率形式

σ̇ = E(ε̇− ε̇p) , ḟ(σ) = 0 or ḟ(σ, εp) = 0
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一维弹塑性理论
多维弹塑性理论

弹塑性模型数学分析

多维弹塑性基本方程

σij = Eijkl(εkl − εpkl) or σ̇ij = Eijkl(ε̇kl − ε̇pkl)

补充方程（屈服条件）

f(σij) = 0 or f(σij, αk) = 0

方程数少于未知量数，须继续补充方程！
多维塑性演化

ε̇pij = λ̇Γij = λ̇
∂ f̃
∂σij

→ λ̇
∂f
∂σij
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一维弹塑性理论
多维弹塑性理论

一维弹塑性模型数学分析

基本方程
σ = E(ε− εp) , σ̇ = E(ε̇− ε̇p)

补充方程

f(σ) = 0 or f(σ, εp) = 0 , ḟ(σ) = 0 or ḟ(σ, εp) = 0

参照多维形式的补充方程！
一维塑性演化方程

ε̇p = λ̇
∂ f̃
∂σ

→ λ̇
∂f
∂σ
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一维弹塑性理论
多维弹塑性理论

一维理想弹塑性模型

理想弹塑性模型
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一维弹塑性理论
多维弹塑性理论

一维理想弹塑性模型

屈服函数

f(σ) = |σ| − σY

弹性阶段

f(σ) = |σ| − σY < 0, ε̇p = 0

屈服阶段

f(σ) = |σ| − σY = 0, ε̇p ̸= 0
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一维弹塑性理论
多维弹塑性理论

一维理想弹塑性模型

塑性演化

ε̇p = λ̇
∂f
∂σ

= λ̇
∂(|σ| − σY)

∂σ
= λ̇ sign(σ)

⇒ ε̇p =

{
λ̇ σ = σY

−λ̇ σ = −σY

一致性条件

f(σ) = 0 ⇒ ḟ(σ) =
∂f
∂σ

σ̇ =
∂f
∂σ

E(ε̇− ε̇p) =
∂f
∂σ

E(ε̇−λ̇
∂f
∂σ

) = 0

塑性应变表达式
∂f
∂σ

= sign(σ) ⇒ λ̇ = sign(σ)ε̇ ⇒ ε̇p = ε̇
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一维弹塑性理论
多维弹塑性理论

一维理想弹塑性模型

应力状态判别
弹性状态

f < 0, λ̇ = 0

屈服面卸载

f = 0, (f ∗ < 0, f = 0) → f ∗ − f < 0, λ̇ = 0

塑性加载

f = 0, (f ∗ = 0, f = 0) → f ∗ − f = 0, λ̇ > 0
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一维弹塑性理论
多维弹塑性理论

一维理想弹塑性模型

应力状态判别
弹性状态

f < 0, λ̇ = 0

屈服面卸载
f = 0, ḟ < 0, λ̇ = 0

塑性加载
f = 0, ḟ = 0, λ̇ > 0

加、卸载（Kuhn-Tucker）条件

f ≤ 0, λ̇ ≥ 0, λ̇ḟ = 0
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一维弹塑性理论
多维弹塑性理论

线性各向同性硬化模型

屈服函数

f(σ) = |σ| − q

硬化法则（各向同性线性）

q = σY +Kα, q̇ = Kα̇

塑性内变量

α :=

∫
T
|ε̇p|dt

α̇ = |ε̇p| ≥ 0
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一维弹塑性理论
多维弹塑性理论

线性各向同性硬化模型

塑性演化

ε̇p = λ̇
∂f
∂σ

= λ̇ sign(σ), α̇ = |ε̇p| = λ̇

一致条件
f(σ) = 0

⇒ ḟ(σ) =
∂f
∂σ

σ̇ −Kα̇ =
∂f
∂σ

E(ε̇− λ̇
∂f
∂σ

)−Kλ̇ = 0

⇒

{
λ̇ = E

E+K ε̇ sign(σ)

ε̇p = E
E+K ε̇
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一维弹塑性理论
多维弹塑性理论

线性各向同性硬化模型

增量应力应变关系

σ̇ = E(ε̇− ε̇p) = Eepε̇

切线模量

Eep =

{
E λ̇ = 0
EK
E+K λ̇ > 0

加、卸载（Kuhn-Tucker）
条件（同前）
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一维弹塑性理论
多维弹塑性理论

非线性硬化模型

屈服条件

f(σ) = |σ| − q

硬化法则

q = q(α), q̇ =
∂q
∂α

α̇ := Hα̇

塑性变量 α（同前）
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一维弹塑性理论
多维弹塑性理论

非线性硬化模型

塑性演化：ε̇p = λ̇ ∂f
∂σ = λ̇ sign(σ), α̇ = |ε̇p| = λ̇

一致条件
f(σ) = 0

⇒ ḟ(σ) =
∂f
∂σ

σ̇ −Hα̇ =
∂f
∂σ

E(ε̇− λ̇
∂f
∂σ

)−Hλ̇ = 0

⇒

{
λ̇ = E

E+H ε̇ sign(σ)

ε̇p = E
E+H ε̇

增量本构关系

σ̇ = E(ε̇− ε̇p) = Eepε̇, Eep =

{
E λ̇ = 0
EH
E+H λ̇ > 0
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一维弹塑性理论
多维弹塑性理论

稳定性假设

dσdε ≥ 0 ⇔ dσ(dε− dεp) ≥ 0 → dσdεp ≥ 0

(σr − σ∗)dε+
1

2
dσdε ≥ 0 → (σr − σ∗)dε ≥ 0
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一维弹塑性理论
多维弹塑性理论

多维弹塑性理论
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一维弹塑性理论
多维弹塑性理论

多维弹塑性理论基本公式

应变弹塑性分解
εij = εeij + εpij

应力应变关系
σij = Eijkl(εkl − εpkl)

σ̇ij = Eijkl(ε̇kl − ε̇pkl)

任务：
引入 εpij 的表达式，建立关于状态量 σij、εij 及、εpij 的闭合理
论体系
求解 ε̇pij、Eep

ijkl，进而可进行结构非线性分析
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一维弹塑性理论
多维弹塑性理论

弹塑性模型数学分析

多维弹塑性基本方程

σij = Eijkl(εkl − εpkl) or σ̇ij = Eijkl(ε̇kl − ε̇pkl)

补充方程（屈服条件）

f(σij) = 0 or f(σij, αk) = 0

多维塑性演化

ε̇pij = λ̇Γij = λ̇
∂ f̃
∂σij

→ λ̇
∂f
∂σij
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一维弹塑性理论
多维弹塑性理论

屈服函数

从一维空间的一个点到多维空间的曲面
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一维弹塑性理论
多维弹塑性理论

二阶实对称张量

对于二阶张量，若满足分量取实数值且 Sij = Sji，则称之为
二阶实对称张量。
二阶张量的特征方程为

Sijnj = λni

整理得

λ3 − I1λ2 − I2λ− I3 = 0


I1 = Skk
I2 = 1

2(SijSij − SiiSjj)

I3 = det(Sij)

可以证明：实对称张量特征值为实数，特征向量相互正交。
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一维弹塑性理论
多维弹塑性理论

二阶实对称张量

将二阶张量分解为球张量 P 和偏张量 D 两部分

Sij = Pij +Dij ,

{
Pij =

1
3Skkδij

Dij = Sij − Pij = Sij − 1
3Skkδij

偏张量满足 Dkk = 0，其特征方程为

η3 − J1η2 − J2η − J3 = 0


J1 = 0

J2 = 1
2DijDij

J3 = det(Dij)

上述讨论中给出的 I1，I2，I3，J2 以及 J3 统称为张量 S
的不变量。
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一维弹塑性理论
多维弹塑性理论

屈服函数

Tresca 屈服函数：
f = 1

2maxi̸=j
(|σi − σj|)− q = 0

von Mises 屈服函数：f =
√
J2 − q = 0
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一维弹塑性理论
多维弹塑性理论

屈服函数

Mohr-Coulomb 屈服函数：
f = m+1

2 max
i ̸=j

(|σi − σj|+K(σi + σj))− qc = 0

其中，m = fc
ft
, K = m−1

m+1
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一维弹塑性理论
多维弹塑性理论

屈服函数

Drucker�Prager 屈服函数：
f =

√
J2 + BI1 − q = 0
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一维弹塑性理论
多维弹塑性理论

屈服函数
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一维弹塑性理论
多维弹塑性理论

各向同性强化

考虑强化之后，屈服函数一般表达式为：f(σij, qi) = 0，其中
qi = (q1, ...., qN) 称为塑性内变量，是一系列塑性应变历史的标量
函数。数学表达式为：f(σij, qi) = f(σij)− q = f(σij)− k(αi) = 0

其中 k(αi) 为标量函数，那么不
失一般性，可认为 k(αi) = k(α)。
常用的塑性变量 α 的表达式有:

塑性功:
∫
σijdε

p
ij

等效塑性应变:∫ √
2
3dε

p
ijdε

p
ij
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一维弹塑性理论
多维弹塑性理论

运动强化

数学表达式为：

f(σij, qi) = f(σij − qij)− q = 0

令 qij = k(α) 即为经典随动
强化
Melan-Prager 模型

qij = cεpij

Ziegler 模型:
q̇ij = µ̇(σij − qij)

记忆模型：q̇ij = cεpij − aαqij
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实用弹塑性模型
弹塑性理论数值算法初步

一维弹塑性理论
多维弹塑性理论

综合强化

数学表达式为：

f(σij, qi) = F(σij − qij;αi)− k(α) = 0

Baltov-Sawczuk 模型

F(σij − qi;α)

=
1

2
(σij − qij) : Aijkl(αm) : (σkl − qkl)

Aijkl = δikδjl−
1

3
δijδkl+Aε

p
ijε

p
kl
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概述
弹塑性理论

实用弹塑性模型
弹塑性理论数值算法初步

一维弹塑性理论
多维弹塑性理论

流动法则

考虑塑性应变演化可以表示为如下形式：

ε̇pij = λ̇rij(σij, qi)

塑性变量的演化：

q̇i =
∂qi
∂αj

α̇j , α̇ =


√

2
3 ε̇

p
ijε̇

p
ij = λ̇

√
2
3rijrij

σijε̇
p
ij = λ̇σijrij

塑性变量的演化总可以写为：

q̇i = −λ̇hi(σij, qi)
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概述
弹塑性理论

实用弹塑性模型
弹塑性理论数值算法初步

一维弹塑性理论
多维弹塑性理论

加卸载条件

加、卸载条件
f < 0 ⇒ λ̇ = 0 ⇒ elastic

f = 0 ⇒


ḟ < 0 and λ̇ = 0 ⇒ elastic unloading

ḟ = 0 and λ̇ = 0 ⇒ neutral loading

ḟ = 0 and λ̇ > 0 ⇒ plastic loading

Kuhn-Tucker 条件

f ≤ 0, λ̇ ≥ 0, λ̇ḟ = 0
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概述
弹塑性理论

实用弹塑性模型
弹塑性理论数值算法初步

一维弹塑性理论
多维弹塑性理论

弹塑性模型

多维弹塑性基本方程

σij = Eijkl(εkl − εpkl) or σ̇ij = Eijkl(ε̇kl − ε̇pkl)

屈服条件 (一致条件)

f(σij) = 0 or f(σij, αk) = 0

多维塑性演化
ε̇pij = λ̇rij(σij, qi)

以 λ̇ 为切入点求解方程。
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概述
弹塑性理论

实用弹塑性模型
弹塑性理论数值算法初步

一维弹塑性理论
多维弹塑性理论

一致条件

塑性一致性条件

f = 0 ⇒ ḟ =
∂f
∂σij

σ̇ij +
∂f
∂qi

· q̇i = 0

⇒ ∂f
∂σij

Eijkl

(
ε̇kl − λ̇rkl

)
− λ̇

∂f
∂qi

hi = 0

⇒ λ̇ =

∂f
∂σij

Eijklε̇kl
∂f
∂σij

Eijklrkl +
∂f
∂qi
hi

塑性应变率：

ε̇pij =
∂f

∂σpq
Epqmnε̇mn

∂f
∂σpq

Epqmnrmn+
∂f

∂qm
hm
rij =

∂f
∂σpq

Epqmnrij
∂f

∂σpq
Epqmnrmn+

∂f
∂qm

hm
ε̇mn
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概述
弹塑性理论

实用弹塑性模型
弹塑性理论数值算法初步

一维弹塑性理论
多维弹塑性理论

切线刚度

应力应变微分关系

σ̇ij = Eijkl(ε̇kl − ε̇pkl) = Eijkl

(
ε̇kl −

∂f
∂σpq

Epqmnrkl
∂f

∂σpq
Epqmnrmn +

∂f
∂qm

hm
ε̇mn

)

=

(
Eijklε̇kl −

∂f
∂σpq

EpqmnEijklrkl
∂f

∂σpq
Epqmnrmn +

∂f
∂qm

hm
ε̇mn

)

=

(
Eijklε̇kl −

∂f
∂σpq

EpqklEijstrst
∂f

∂σpq
Epqmnrmn +

∂f
∂qm

hm
ε̇kl

)

=

(
Eijkl −

∂f
∂σpq

EpqklEijstrst
∂f

∂σpq
Epqmnrmn +

∂f
∂qm

hm

)
ε̇kl
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概述
弹塑性理论

实用弹塑性模型
弹塑性理论数值算法初步

一维弹塑性理论
多维弹塑性理论

切线刚度

切线刚度张量

Eep
ijkl =


Eijkl λ̇ = 0

Eijkl −
∂f

∂σpq
EpqklEijstrst

∂f
∂σpq

Epqmnrmn +
∂f
∂qm

hm
λ̇ > 0
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弹塑性理论

实用弹塑性模型
弹塑性理论数值算法初步

一维弹塑性理论
多维弹塑性理论

最大塑性功原理

最大塑性功原理：实际塑性变形使得下述塑性功取最大值

W = σij : ε̇
p
ij

约束条件： f(σij, qi) ≤ 0

采用拉格朗日乘子法构造复合函数

Π = W− λ̇f(σij, qi) = σij : ε̇
p
ij − λ̇f(σij, qi)

对复合函数求偏导

∂Π

∂σij
= ε̇pij − λ̇

∂f
∂σij

= 0 ⇒ ε̇pij = λ̇
∂f
∂σij

Kuhn-Tucker 条件：f ≤ 0, λ̇ ≥ 0, λ̇ḟ = 0
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弹塑性理论

实用弹塑性模型
弹塑性理论数值算法初步

一维弹塑性理论
多维弹塑性理论

相关塑性流动

正交流动：ε̇pij = λ̇ ∂f
∂σij

令：q̇i = −λ̇hi → −λ̇Hij
∂f
∂qj

塑性流动

λ̇ =

∂f
∂σpq

Epqmnε̇mn
∂f

∂σpq
Epqmn

∂f
∂σmn

+ ∂f
∂qm

Hmn
∂f
∂qn

ε̇pij =

∂f
∂σpq

Epqmn
∂f
∂σij

∂f
∂σpq

Epqmn
∂f

∂σmn
+ ∂f

∂qm
Hmn

∂f
∂qn

ε̇mn
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弹塑性理论

实用弹塑性模型
弹塑性理论数值算法初步

一维弹塑性理论
多维弹塑性理论

相关塑性流动

切线刚度：

Eep
ijkl =


Eijkl λ̇ = 0

Eijkl −
∂f

∂σpq
EpqklEijst

∂f
∂σst

∂f
∂σpq

Epqmnrmn +
∂f
∂qm

Hmn
∂f
∂qn

λ̇ > 0

此时切线刚度张量满足主对称性。
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弹塑性理论

实用弹塑性模型
弹塑性理论数值算法初步

一维弹塑性理论
多维弹塑性理论

相关塑性流动

正交流动：ε̇p = λ̇∂f(σ,q)
∂σ

塑性流动 
λ̇ =

∂f
∂σ

:E0:ε̇
∂f
∂σ

:E0:
∂f
∂σ

+ ∂f
∂q ·H· ∂f

∂q

ε̇p =

(
∂f
∂σ

:E0:
∂f
∂σ

∂f
∂σ

:E0:
∂f
∂σ

+ ∂f
∂q ·H· ∂f

∂q

)
ε̇

切线刚度：

Eep =

E0 λ̇ = 0

E0 −
(E0:

∂f
∂σ )⊗(E0:

∂f
∂σ )

∂f
∂σ

:E0:
∂f
∂σ

+ ∂f
∂q ·H· ∂f

∂q
λ̇ > 0

此时切线刚度张量满足主对称性。

任晓丹 第五讲：弹塑性理论基础



概述
弹塑性理论

实用弹塑性模型
弹塑性理论数值算法初步

一维弹塑性理论
多维弹塑性理论

非相关塑性流动

非正交流动：ε̇pij = λ̇ ∂ f̃
∂σij

令：q̇i = −λ̇hi → −λ̇Hij
∂ f̃
∂qj

塑性流动

λ̇ =

∂f
∂σpq

Epqmnε̇mn
∂f

∂σpq
Epqmn

∂ f̃
∂σmn

+ ∂f
∂qm

Hmn
∂ f̃
∂qn

ε̇pij =

∂f
∂σpq

Epqmn
∂ f̃
∂σij

∂f
∂σpq

Epqmn
∂ f̃

∂σmn
+ ∂f

∂qm
Hmn

∂ f̃
∂qn

ε̇mn
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弹塑性理论

实用弹塑性模型
弹塑性理论数值算法初步

一维弹塑性理论
多维弹塑性理论

非相关塑性流动

切线刚度：

Eepijkl =


Eijkl λ̇ = 0

Eijkl −
∂f

∂σpq
EpqklEijst

∂ f̃
∂σst

∂f
∂σpq

Epqmn
∂ f̃

∂σmn
+ ∂f

∂qm
Hmn

∂ f̃
∂qn

λ̇ > 0

此时切线刚度张量不满足主对称性。
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弹塑性理论

实用弹塑性模型
弹塑性理论数值算法初步

一维弹塑性理论
多维弹塑性理论

非相关塑性流动

非正交流动：ε̇p = λ̇∂ f̃(σ,q)
∂σ

塑性流动 
λ̇ =

∂f
∂σ

:E0:ε̇

∂f
∂σ

:E0:
∂ f̃
∂σ

+ ∂f
∂q ·H· ∂ f̃

∂q

ε̇p =

(
∂f
∂σ

:E0:
∂ f̃
∂σ

∂f
∂σ

:E0:
∂ f̃
∂σ

+ ∂f
∂q ·H· ∂ f̃

∂q

)
ε̇

切线刚度

Eep =


E0 λ̇ = 0

E0 −
(E0:

∂f
∂σ )⊗

(
E0:

∂ f̃
∂σ

)
∂f
∂σ

:E0:
∂ f̃
∂σ

+ ∂f
∂q ·H· ∂ f̃

∂q

λ̇ > 0

此时切线刚度张量不再满足主对称性。
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概述
弹塑性理论

实用弹塑性模型
弹塑性理论数值算法初步

一维弹塑性理论
多维弹塑性理论

塑性理论总结
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概述
弹塑性理论

实用弹塑性模型
弹塑性理论数值算法初步

金属类材料塑性模型
其它材料塑性模型

实用弹塑性模型
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弹塑性理论

实用弹塑性模型
弹塑性理论数值算法初步

金属类材料塑性模型
其它材料塑性模型

Prandtl-Reuss 模型

Prandtl(1924) 和 Reuss(1930) 对材料的塑性流动给出了如下基
本假定：
塑性应变增量与当前应力的主轴重合；
塑性应变增量的偏量与偏应力张量成比例；
无体积塑性应变发生。

ε̇pij = ėpij = λ̇sij

可以证明：上述模型与基于 Mises 屈服准则和正交流动法则建立
的塑性模型等价。
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弹塑性理论

实用弹塑性模型
弹塑性理论数值算法初步

金属类材料塑性模型
其它材料塑性模型

Prandtl-Reuss 模型

Mises 屈服准则表达式为：

f(σij, α) =
√
J2 − q(α) =

√
1

2
sijsij − q(α) = 0

相关塑性流动：

ε̇pij = λ̇
∂f(σij)
∂σij

对于偏微分

∂f(σij)
∂σij

=
∂
√
J2

∂σij
=

∂
√

1
2smnsmn

∂spq

∂spq
∂σij

=
spq

2
√
J2

∂(σpq − 1
3σkkδpq)

∂σij
=

spq
2
√
J2

(δipδjq −
1

3
δkiδkjδpq) =

sij
2
√
J2
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弹塑性理论

实用弹塑性模型
弹塑性理论数值算法初步

金属类材料塑性模型
其它材料塑性模型

Prandtl-Reuss 模型

体积塑性应变率

ε̇pijδij = λ̇
sij

2
√
J2

δij = 0

塑性应变偏量率

ėpij = ε̇pij −
1

3
ε̇pijδij =

λ̇

2
√
J2
sij

与 Prandtl-Reuss Model 等价！
应力应变关系

σ̇ij = Eijkl(ε̇kl − ε̇pkl)

任晓丹 第五讲：弹塑性理论基础



概述
弹塑性理论

实用弹塑性模型
弹塑性理论数值算法初步

金属类材料塑性模型
其它材料塑性模型

理想弹塑性模型

理想弹塑性模型

f(σij) =
√
J2 − q = 0

一致性条件

ḟ =
∂f
∂σij

σ̇ij =
∂f
∂σij

Eijkl(ε̇kl−ε̇pkl) =
sij

2
√
J2
Eijkl(ε̇kl−λ̇

skl
2
√
J2

) = 0

⇒ λ̇

2
√
J2

=
sijEijklε̇kl
sijEijklskl
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弹塑性理论

实用弹塑性模型
弹塑性理论数值算法初步

金属类材料塑性模型
其它材料塑性模型

理想弹塑性模型

其中
Eijkl = λδijδkl + µ(δikδjl + δilδjk)

所以

sijEijkl = sij[λδijδkl + µ(δikδjl + δilδjk)] = 2µskl

sijEijklskl = 2µsklskl

令等效单轴塑性应力

σy =

√
3

2
sijsij

任晓丹 第五讲：弹塑性理论基础



概述
弹塑性理论

实用弹塑性模型
弹塑性理论数值算法初步

金属类材料塑性模型
其它材料塑性模型

理想弹塑性模型

塑性因子

λ̇

2
√
J2

=
sijEijklε̇kl
sijEijklskl

=
3

2

sijε̇ij
σ2
y

=
s : ε̇
||s||2

塑性应变

ε̇pij =
λ̇

2
√
J2
sij =

3

2

sklε̇kl
σ2
y
sij

应力增量

σ̇ij = Eijkl(ε̇kl−ε̇pkl) = Eijkl(ε̇kl−
3

2

sijε̇ij
σ2
y
skl) = Eijklε̇kl−

3

2

sijε̇ij
σ2
y
Eijklskl

= Eijklε̇kl −
3

2

sklε̇kl
σ2
y

2Gsij = (Eijkl − 2G
3

2

sijskl
σ2
y
)ε̇kl

塑性发展导致各向异性！
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弹塑性理论

实用弹塑性模型
弹塑性理论数值算法初步

金属类材料塑性模型
其它材料塑性模型

理想弹塑性模型

应力增量
σ̇ij = Eijkl(ε̇kl − ε̇pkl)

球应力增量
σ̇ijδij = δijEijklε̇kl ⇒ ṗ = Kε̇v

偏应力增量

ṡij = 2G(ėij − ėpij) = 2G(ėij −
λ̇

2
√
J2
sij)

= 2G(ėij −
3

2

sklėkl
σ2
y
sij) = 2G(1− 3

2

sijskl
σ2
y
)ėij

对于某些简单的应力状态，上述方程可能有解析解！
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弹塑性理论

实用弹塑性模型
弹塑性理论数值算法初步

金属类材料塑性模型
其它材料塑性模型

各向同性强化模型

屈服函数
f(σij, α) =

√
J2 − q(α) = 0

塑性变量

α̇ =

√
2

3
ε̇pijε̇

p
ij =

λ̇

2
√
J2

√
2

3
sijsij =

λ̇

2
√
J2

2

3
σy

一致条件

ḟ =
∂f
∂σij

σ̇ij −
dq
dα

α̇ =
sij

2
√
J2
Eijkl(ε̇kl − ε̇pkl)− q ′α̇ = 0

2G
sij

2
√
J2

ε̇ij − 2Gλ̇sij
sij
4J2

− q ′ λ̇

2
√
J2

2

3
σy = 0
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弹塑性理论

实用弹塑性模型
弹塑性理论数值算法初步

金属类材料塑性模型
其它材料塑性模型

各向同性强化模型

塑性因子

λ̇

2
√
J2

=
1

2
√
J2

2Gsijėij
2G sijsij

2
√
J2

+ q ′ 2
3σy

=
sijėij

2J2(1 +
q ′
√
3G

)

以等效应力和等效应变表示屈服函数

f(σij, α) =
√
J2 − q(α) =

1√
3
σy − q(α) = 0

求导
σ̇y
α̇

=
√
3q ′ → H

硬化模量 H 在一维和多维塑性演化过程中具有一致性！
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弹塑性理论

实用弹塑性模型
弹塑性理论数值算法初步

金属类材料塑性模型
其它材料塑性模型

各向同性强化模型

塑性因子
λ̇

2
√
J2

=
sijėij

2J2(1 + H
3G)

塑性应变率

ε̇pij =
λ̇

2
√
J2
sij =

sklėkl
2J2(1 + H

3G)
sij

应力增量

σ̇ij = Eijkl(ε̇kl − ε̇pkl) =

[
Eijkl − 2G

2sijskl
3σ2

y(1 +
H
3G)

]
ε̇kl
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弹塑性理论

实用弹塑性模型
弹塑性理论数值算法初步

金属类材料塑性模型
其它材料塑性模型

各向同性强化模型

应力增量
σ̇ij = Eijkl(ε̇kl − ε̇pkl)

球应力增量
σ̇ijδij = δijEijklε̇kl ⇒ ṗ = Kε̇v

偏应力增量

ṡij = 2G(ėij − ėpij) = 2G(ėij −
λ̇

2
√
J2
sij)

= 2G

[
1− 3

2

sijskl
σ2
y(1 +

H
3G)

]
ėij
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概述
弹塑性理论

实用弹塑性模型
弹塑性理论数值算法初步

金属类材料塑性模型
其它材料塑性模型

运动强化模型

屈服函数

f(σij, α) =

√
1

2
[sij − q̄(α)][sij − q̄(α)]− q = 0

请课下思考！
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概述
弹塑性理论

实用弹塑性模型
弹塑性理论数值算法初步

金属类材料塑性模型
其它材料塑性模型

Drucker-Prager 模型

对于岩土、混凝土等材料，体积塑性变形不可忽略。
Prager 认为塑性变形可以引起体积的变化。

ε̇pv ̸= 0

在屈服函数中引入球应力的影响，基于 Drucker-Prager 屈
服准则和正交流动法可建立相应的塑性模型。
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弹塑性理论

实用弹塑性模型
弹塑性理论数值算法初步

金属类材料塑性模型
其它材料塑性模型

Drucker-Prager 模型

屈服准则表达式为：

f(σij, α) = αpI1+
√
J2−q(α) = αpσijδij+

√
1

2
sijsij−q(α) = 0

相关塑性流动：

ε̇pij = λ̇
∂f(σij)
∂σij

对于偏微分

∂f(σij)
∂σij

= αp
∂I1
∂σij

+
∂
√
J2

∂σij
= αpδij +

sij
2
√
J2
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概述
弹塑性理论

实用弹塑性模型
弹塑性理论数值算法初步

金属类材料塑性模型
其它材料塑性模型

Drucker-Prager 模型

塑性应变率
ε̇pij = λ̇αpδij + λ̇

sij
2
√
J2

体积塑性应变
ε̇pv = ε̇pijδij = 3αpλ̇

塑性偏应变
ėpij = ε̇pij −

1

3
ε̇pvδij = λ̇

sij
2
√
J2

体积塑性应变恒为正，而塑性因子又与偏应力有关，这种与剪切
应力有关的体积膨胀效应称为“剪涨效应”，是混凝土、岩土等
材料本构关系建模的难点。
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概述
弹塑性理论

实用弹塑性模型
弹塑性理论数值算法初步

金属类材料塑性模型
其它材料塑性模型

理想弹塑性模型

理想弹塑性模型

f(σij) = αpI1 +
√
J2 − q = 0

一致性条件

ḟ =
∂f
∂σij

σ̇ij =
∂f
∂σij

Eijkl(ε̇kl − ε̇pkl)

= (αpδij +
sij

2
√
J2

)Eijkl[
1

3
ε̇vδkl + ėkl − λ̇(αpδkl +

skl
2
√
J2

)] = 0
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弹塑性理论

实用弹塑性模型
弹塑性理论数值算法初步

金属类材料塑性模型
其它材料塑性模型

理想弹塑性模型

定义:

Hkl = (αpδij +
sij

2
√
J2

)Eijkl = 3Kαpδkl +G
skl√
J2

进一步有：

Hklε̇kl = Hkl(
1

3
ε̇vδkl + ėkl) = 3Kαpε̇v +G

skl√
J2
ėkl

Hkl(αpδkl +
skl

2
√
J2

) = 9Kα2
p +G
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弹塑性理论

实用弹塑性模型
弹塑性理论数值算法初步

金属类材料塑性模型
其它材料塑性模型

理想弹塑性模型

代入一致条件，可解得塑性因子:

λ̇ =
Hpqε̇pq

9Kα2
p +G

=
1

9Kα2
p +G

(
Kαpε̇v +G

skl√
J2
ėkl

)

塑性应变率

ε̇pij = λ̇αpδij + λ̇
sij

2
√
J2

=
Hpqε̇pq

9Kα2
p +G

(
αpδij +

sij
2
√
J2

)

=
1

9Kα2
p +G

(
3Kαpε̇v +G

skl√
J2
ėkl

)(
αpδij +

sij
2
√
J2

)
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概述
弹塑性理论

实用弹塑性模型
弹塑性理论数值算法初步

金属类材料塑性模型
其它材料塑性模型

理想弹塑性模型

应力增量

σ̇ij = Eijkl(ε̇kl − ε̇pkl)

= Eijklε̇kl −
Hpqε̇pqEijkl

9Kα2
p +G

(
αpδkl +

skl
2
√
J2

)
= Eijklε̇kl −

Hpqε̇pqHij

9Kα2
p +G

=

(
Eijkl −

HklHij

9Kα2
p +G

)
ε̇kl
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弹塑性理论

实用弹塑性模型
弹塑性理论数值算法初步

金属类材料塑性模型
其它材料塑性模型

各向同性硬化模型

各向同性硬化模型

f(σij) = αpI1 +
√
J2 − q(α) = 0

一致性条件

ḟ =
∂f
∂σij

Eijkl(ε̇kl − ε̇pkl)− q ′α̇

= Hklε̇kl−λ̇(9Kα2
p+G)−λ̇q ′

√
2

3
(αpδij +

sij
2
√
J2

)(αpδij +
sij

2
√
J2

)

= Hklε̇kl − λ̇(9Kα2
p +G)− λ̇q ′

√
2α2

p +
1

3
= 0
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弹塑性理论

实用弹塑性模型
弹塑性理论数值算法初步

金属类材料塑性模型
其它材料塑性模型

各向同性硬化模型

塑性因子

λ̇ =
1

9Kα2
p +G+ q ′

√
2α2

p +
1
3

Hklε̇kl

=
1

9Kα2
p +G+ q ′

√
2α2

p +
1
3

(
3Kαpε̇v +G

skl√
J2
ėkl

)
塑性应变率

ε̇pij = λ̇αpδij+λ̇
sij

2
√
J2

=
Hpqε̇pq

9Kα2
p +G+ q ′

√
2α2

p +
1
3

(
αpδij +

sij
2
√
J2

)

=
1

9Kα2
p +G+ q ′

√
2α2

p +
1
3

(
3Kαpε̇v +G

skl√
J2
ėkl

)(
αpδij +

sij
2
√
J2

)
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弹塑性理论

实用弹塑性模型
弹塑性理论数值算法初步

金属类材料塑性模型
其它材料塑性模型

各向同性硬化模型

应力增量

σ̇ij = Eijkl(ε̇kl − ε̇pkl)

= Eijklε̇kl −
Hpqε̇pqEijkl

9Kα2
p +G+ q ′

√
2α2

p +
1
3

(
αpδkl +

skl
2
√
J2

)

= Eijklε̇kl −
Hpqε̇pqHij

9Kα2
p +G+ q ′

√
2α2

p +
1
3

=

Eijkl −
HklHij

9Kα2
p +G+ q ′

√
2α2

p +
1
3

 ε̇kl
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弹塑性理论

实用弹塑性模型
弹塑性理论数值算法初步

金属类材料塑性模型
其它材料塑性模型

非相关流动

屈服函数 (Lee and Fenves 1998, Lubliner et. al. 1989)

f(σij, α) = αpI1 +
√

3J2 + β < σi,max > −(1− αp)q(α) = 0

流动势函数
f̃(σij) = αpI1 +

√
3J2

请课下思考！

任晓丹 第五讲：弹塑性理论基础



概述
弹塑性理论

实用弹塑性模型
弹塑性理论数值算法初步

微分方程数值算法
一维本构关系数值算法
多维本构关系数值算法
一致刚度

弹塑性理论数值算法初步
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概述
弹塑性理论

实用弹塑性模型
弹塑性理论数值算法初步

微分方程数值算法
一维本构关系数值算法
多维本构关系数值算法
一致刚度

参考书
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Computational Inelasticity. Springer, New York.

Ted Belytschko, Wing Kam Liu, Brian Moran. 2000.
Nonlinear Finite Elements for Continua and Structures.
John Wiley & Sons.
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弹塑性理论

实用弹塑性模型
弹塑性理论数值算法初步

微分方程数值算法
一维本构关系数值算法
多维本构关系数值算法
一致刚度

微分方程数值算法

考虑如下微分方程{
ẋ = dx

dt = a(x(t)), t ∈ [0,T]

x(t = 0) = x0

其中速度 a(x) 的函数关系已知
将时间 [0,T] 离散, 考虑时间增量步 [tn, tn+1]，已知 tn 时刻
的状态量 x(tn) = xn，求 tn+1 时刻的状态量 xn+1.

利用微分中值定理

a(xn+ϑ) =
xn+1 − xn

∆t
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弹塑性理论

实用弹塑性模型
弹塑性理论数值算法初步

微分方程数值算法
一维本构关系数值算法
多维本构关系数值算法
一致刚度

微分方程数值算法

最终可得如下一阶微分方程数值算法公式：{
xn+1 = xn + a(xn+ϑ)∆t

xn+ϑ =
(
1− ϑ

)
xn + ϑxn+1

取 ϑ = 0，为前进欧拉算法：xn+1 = xn + a(xn)∆t

取 ϑ = 1
2，为中心点法：xn+1 = xn + a( xn+xn+1

2 )∆t

取 ϑ = 1，为后退欧拉法：xn+1 = xn + a(xn+1)∆t
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弹塑性理论

实用弹塑性模型
弹塑性理论数值算法初步

微分方程数值算法
一维本构关系数值算法
多维本构关系数值算法
一致刚度

微分方程数值算法

前进欧拉算法

xn+1 = xn + a(xn)∆t

中心点法

xn+1 = xn + a(
xn + xn+1

2
)∆t
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实用弹塑性模型
弹塑性理论数值算法初步

微分方程数值算法
一维本构关系数值算法
多维本构关系数值算法
一致刚度

微分方程数值算法

后退欧拉法：
xn+1 = xn + a(xn+1)∆t

将微分方程转化成了代数方程；
求解依赖于未知量 xn+1，所以称为完全隐式积分方法；
依赖非线性方程数值求解方法（最常用的为牛顿方法），一
般而言需要迭代；
向后欧拉方法同样具有一阶收敛精度，但其数值误差不会累
积、即是无条件稳定的；
在非线性应力—应变关系的数值求解中得到了非常广泛的
应用。
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弹塑性理论

实用弹塑性模型
弹塑性理论数值算法初步

微分方程数值算法
一维本构关系数值算法
多维本构关系数值算法
一致刚度

牛顿方法

不失一般性，考虑非线性方程

f(x) = 0

对其进行 Taylor 级数展开并略去二阶以上项（即所谓线性
化），可以给出如下迭代格式

f (k) +

(
df
dx

)(k)

δx = 0, x(k+1) = x(k) + δx

式中，δx 为第 k 次迭代结束时 x 的增量，即

δx = −

[(
df
dx

)(k)
]−1

f (k)
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弹塑性理论

实用弹塑性模型
弹塑性理论数值算法初步

微分方程数值算法
一维本构关系数值算法
多维本构关系数值算法
一致刚度

一维弹塑性本构关系基本方程

一维本构关系
σ = E0ε

e = E0

(
ε− εp)

一维塑性演化 
ε̇p = λ̇

∂F
∂σ

= λ̇sign(σ)

κ̇ = λ̇

σ = E0

(
ε− εp

)
F =

∣∣σ∣∣− (σY + Epκ
)
≤ 0
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弹塑性理论

实用弹塑性模型
弹塑性理论数值算法初步

微分方程数值算法
一维本构关系数值算法
多维本构关系数值算法
一致刚度

塑性演化的求解

考虑 t ∈ [0,T] 时间段内某一时间增量步 [tn, tn+1]，时间增量步
长为 ∆t = tn+1 − tn，其中，tn 时刻对应的应变 εn 已知。此时，
利用增量应变加载的方式求应力—应变数值解的问题转化为：在
已知状态变量 (σn, ε

p
n, κn) 和应变增量 ∆ε = εn+1 − εn 的条件

下，求取 tn+1 时刻的状态变量 (σn+1, ε
p
n+1, κn+1)。采用向后欧

拉方法可将改写为如下非线性方程组：
ε̇p = λ̇∂F

∂σ = λ̇sign(σ)

κ̇ = λ̇

σ = E0

(
ε− εp

)
F =

∣∣σ∣∣− (σY + Epκ
)
≤ 0


εpn+1 = εpn +∆λsign(σn+1)

κn+1 = κn +∆λ

σn+1 = E0

(
εn+1 − εpn+1

)
Fn+1 =

∣∣σn+1

∣∣− (σY + Epκ
)
≤ 0
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弹塑性理论

实用弹塑性模型
弹塑性理论数值算法初步

微分方程数值算法
一维本构关系数值算法
多维本构关系数值算法
一致刚度

弹性预测

首先假定在增量步 [tn, tn+1] 中没有塑性演化，从而按弹性
预测的状态变量为：

εp,trialn+1 = εpn

κtrialn+1 = κn

σtrialn+1 = E0

(
εn+1 − εp,trialn+1

)
Ftrialn+1 =

∣∣σtrialn+1

∣∣− (σY + Epκ
trial
n+1

)
≤ 0

进而进行（弹性或塑性）状态判断{
Ftrialn+1 ≤ 0 弹性 (加) 卸载状态
Ftrialn+1 > 0 塑性加载状态
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弹塑性理论

实用弹塑性模型
弹塑性理论数值算法初步

微分方程数值算法
一维本构关系数值算法
多维本构关系数值算法
一致刚度

（弹性或塑性）状态判断

{
Ftrialn+1 ≤ 0 弹性 (加) 卸载状态 (·)n+1 = (·)trialn+1 本步结束
Ftrialn+1 > 0 塑性加载状态 Fn+1 = 0, ∆λ > 0 塑性求解
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弹塑性理论

实用弹塑性模型
弹塑性理论数值算法初步

微分方程数值算法
一维本构关系数值算法
多维本构关系数值算法
一致刚度

塑性修正

将非线性方程组
εpn+1 = εpn +∆λsign(σn+1)

κn+1 = κn +∆λ

σn+1 = E0

(
εn+1 − εpn+1

)
Fn+1 =

∣∣σn+1

∣∣− (σY + Epκ
)
≤ 0

改写为残量形式{
rpn+1 = −εpn+1 + εpn +∆λsign(σn+1) = 0

Fn+1 =
∣∣σn+1

∣∣− (σY + Epκtrialn+1 + Ep∆λ
)
= 0

并有应力

σn+1= E0

(
εn+1 − εpn)− E0∆εp = σtrialn+1 − E0∆λsign(σn+1)
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弹塑性理论

实用弹塑性模型
弹塑性理论数值算法初步

微分方程数值算法
一维本构关系数值算法
多维本构关系数值算法
一致刚度

塑性修正

对有应力表达式采用等式 x =
∣∣x∣∣sign(x) 化简，可得∣∣σn+1

∣∣sign(σn+1) =
∣∣σtrialn+1

∣∣sign(σtrialn+1)− E0∆λsign(σn+1)

即 (∣∣σn+1

∣∣+ E0∆λ
)
sign(σn+1) =

∣∣σtrialn+1

∣∣sign(σtrialn+1)

可得 {
sign(σn+1) = sign(σtrialn+1)∣∣σn+1

∣∣+ E0∆λ =
∣∣σtrialn+1

∣∣
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实用弹塑性模型
弹塑性理论数值算法初步

微分方程数值算法
一维本构关系数值算法
多维本构关系数值算法
一致刚度

塑性修正

代入屈服条件

Fn+1 =
∣∣σn+1

∣∣− (σY + Epκ
trial
n+1 + Ep∆λ

)
=
∣∣σtrialn+1

∣∣− E0∆λ−
(
σY + Epκtrialn+1 + Ep∆λ

)
= 0

可解得

∆λ =

∣∣σtrialn+1

∣∣− (σY + Epκ
trial
n+1

)
E0 + Ep

=
f trialn+1

E0 + Ep
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弹塑性理论

实用弹塑性模型
弹塑性理论数值算法初步

微分方程数值算法
一维本构关系数值算法
多维本构关系数值算法
一致刚度

状态变量求解

进而可解得 tn 时刻的状态变量 (σn+1, ε
p
n+1, κn+1)

εpn+1 = εpn +∆λsign(σtrialn+1)

κn+1 = κn +∆λ

σn+1 = E0

(
εn+1 − εpn+1

)
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弹塑性理论

实用弹塑性模型
弹塑性理论数值算法初步

微分方程数值算法
一维本构关系数值算法
多维本构关系数值算法
一致刚度

多维弹塑性（等向强化）本构关系基本方程

多维本构关系
σ = E0 :

(
ε− εp

)
多维塑性演化 (等向强化)

ε̇p = λ̇
∂F
∂σ

κ̇ =
√

2
3 ε̇

p : ε̇p = λ̇
√

2
3
∂F
∂σ : ∂F

∂σ

F = f(σ)−
√

2
3R(κ) ≤ 0

对于 von Mises 屈服准则

f(σ) =

√
σ : σ − 1

3
(tr(σ))2 =

√
s : s
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弹塑性理论

实用弹塑性模型
弹塑性理论数值算法初步

微分方程数值算法
一维本构关系数值算法
多维本构关系数值算法
一致刚度

多维本构关系数值算法

已知：上一个时刻 tn 的应变 εn、基本状态变量 σn, ε
p
n, κn

给定：应变增量 ∆ε

求：tn+1 时刻的状态变量 σn+1, ε
p
n+1, κn+1

弹性预测 → 塑性修正
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弹塑性理论

实用弹塑性模型
弹塑性理论数值算法初步

微分方程数值算法
一维本构关系数值算法
多维本构关系数值算法
一致刚度

弹性预测

冻结塑性演化，有
σtrial
n+1 = E0 :

(
εn+1 − εp,trialn+1

)
εp,trialn+1 = εpn

κtrialn+1 = κn

状态判断

F trial
n+1 = F(σtrial

n+1, κ
trial
n+1)

{
< 0 (·)n+1 = (·)trialn+1 本步结束
≥ 0 Fn+1 = 0, ∆λ > 0 塑性求解
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弹塑性理论

实用弹塑性模型
弹塑性理论数值算法初步

微分方程数值算法
一维本构关系数值算法
多维本构关系数值算法
一致刚度

塑性修正

采用后退欧拉方法改写塑性演化方程{
εpn+1 = εn +∆λΓn+1

κn+1 = κn +∆λHn+1

塑性应变流动方向矢量 Γn+1 和硬化模量 Hn+1 分别记为Γn+1 =
∂F
∂σ

∣∣
n+1

Hn+1 =
√

2
3

(
∂F
∂σ : ∂F

∂σ

)
n+1

经过塑性修正后的状态变量为 σn+1, ε
p
n+1, κn+1
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弹塑性理论

实用弹塑性模型
弹塑性理论数值算法初步

微分方程数值算法
一维本构关系数值算法
多维本构关系数值算法
一致刚度

塑性修正

与屈服条件、应力方程结合，形成塑性空间封闭方程组
εpn+1 = εpn +∆λΓn+1

κn+1 = κn +∆λHn+1

σn+1= E0 :
(
εn+1 − εpn+1

)
Fn+1 = F(σn+1, κn+1) = 0

对应力表达式进一步变形

σn+1 = E0 :
(
εn+1 − εpn

)
− E0 : ∆εp = σtrial

n+1 − E0 : ∆εp
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弹塑性理论

实用弹塑性模型
弹塑性理论数值算法初步

微分方程数值算法
一维本构关系数值算法
多维本构关系数值算法
一致刚度

塑性求解

考虑 von Mises 屈服准则各项同性强化，有

Γ =
∂f
∂σ

=
∂
√
s : s
∂σ

=
s√
s : s

= n(s) H =

√
2

3

偏应力与偏应变

s = σ − 1

3
(trσ)1 , e = ε− 1

3
(trε)1

Prandtl-Reuss 关系

ṗ =
1

3
(trσ̇) = K(trε̇) , ṡ = 2G(I−γn⊗n) : ė , γ =

1

1 +
Ep
3G
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实用弹塑性模型
弹塑性理论数值算法初步

微分方程数值算法
一维本构关系数值算法
多维本构关系数值算法
一致刚度

塑性求解

线性预测

strialn+1 = sn + 2G∆en , κtrialn+1 = κn

状态判断

F trial
n+1 = F(σtrial

n+1, κ
trial
n+1)

{
< 0 (·)n+1 = (·)trialn+1 本步结束
≥ 0 Fn+1 = 0, ∆λ > 0 塑性求解

塑性演化

ṡ = 2G(ė− ε̇p) → sn+1 − sn = 2G(∆e−∆εp)

sn+1 = strialn+1−2G∆λnn+1 → nn+1 =
sn+1√

sn+1 : sn+1
=

strialn+1√
strialn+1 : strialn+1
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实用弹塑性模型
弹塑性理论数值算法初步

微分方程数值算法
一维本构关系数值算法
多维本构关系数值算法
一致刚度

塑性求解

对屈服条件进行摄动，构造牛顿迭代格式 Fn+1 + δFn+1 = 0

δFn+1 =
∂F
∂σ

∣∣∣∣
n+1

: δσn+1 +
∂F
∂κ

∣∣∣∣
n+1

δκn+1

= nn+1 : δsn+1 −
√

2

3
R′
n+1

√
2

3
δλn+1

其中

δsn+1 = δ(strialn+1 − 2G∆λnn+1) = −2Gnn+1δλn+1

可得

δFn+1 = −2G
(
1 +

R′
n+1

3G

)
δλn+1
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实用弹塑性模型
弹塑性理论数值算法初步

微分方程数值算法
一维本构关系数值算法
多维本构关系数值算法
一致刚度

塑性求解

进而得的关于 δλn+1 的线性方程

Fn+1 + δFn+1 = Fn+1 − 2G
(
1 +

R′
n+1

3G

)
δλn+1 = 0

Newton 迭代过程

δλkn+1 =
Fkn+1

2G
(
1 +

R′k
n+1

3G

) , λk+1
n+1 = λkn+1 + δλkn+1

迭代收敛以后，求各个状态变量

εpn+1 = εpn + (λn+1 − λn)nn+1 , σn+1 = E0 :
(
εn+1 − εpn+1

)
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弹塑性理论

实用弹塑性模型
弹塑性理论数值算法初步

微分方程数值算法
一维本构关系数值算法
多维本构关系数值算法
一致刚度

塑性求解

von Mises 各向同性硬化塑性理论的回映算法
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实用弹塑性模型
弹塑性理论数值算法初步

微分方程数值算法
一维本构关系数值算法
多维本构关系数值算法
一致刚度

塑性求解

一般塑性理论的回映算法
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实用弹塑性模型
弹塑性理论数值算法初步

微分方程数值算法
一维本构关系数值算法
多维本构关系数值算法
一致刚度

切线刚度

材料切线刚度

Etan =
∂σ

∂ε

∣∣∣∣
n+1

算法一致刚度
Etan
alg =

∂σn+1

∂εn+1

二者各表示什么意义？二者是否相等？
如果不相等，如何选取？
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实用弹塑性模型
弹塑性理论数值算法初步

微分方程数值算法
一维本构关系数值算法
多维本构关系数值算法
一致刚度

切线刚度

回到最简单的情况{
ẋ = dx

dt = a(x(t))

x(t = 0) = x0
, xn+1 = xn + a(xn+1)(tn+1 − tn)

（材料）切线刚度

dx
dt

∣∣∣∣
n+1

= a(xn+1)
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实用弹塑性模型
弹塑性理论数值算法初步

微分方程数值算法
一维本构关系数值算法
多维本构关系数值算法
一致刚度

切线刚度

回到最简单的情况{
ẋ = dx

dt = a(x(t))

x(t = 0) = x0
, xn+1 = xn + a(xn+1)(tn+1 − tn)

算法一致刚度

dxn+1 =
da
dx

∣∣∣∣
n+1

∆tdxn+1 + a(xn+1)dtn+1

⇒
(
1− da

dx

∣∣∣∣
n+1

∆t
)
dxn+1

dtn+1
= a(xn+1)

与（材料）切向刚度不相等，且

∆t → 0 ,
dxn+1

dtn+1
→ dx

dt

∣∣∣∣
n+1
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实用弹塑性模型
弹塑性理论数值算法初步

微分方程数值算法
一维本构关系数值算法
多维本构关系数值算法
一致刚度

切线刚度

材料切线刚度与算法切线刚度不一致的来源？
离散系统（后退欧拉系统）逼近连续系统（微分系统）产生
的误差
如何选取？

为什么要使用刚度？
用于结构层次非线性方程的迭代求解
为什么要使用切线刚度？
基于切线刚度可以达到二阶收敛速度
数值计算过程中采用的是离散系统还是连续系统？
离散系统！

结论：多数时候应采用算法一致刚度，算法一致刚度是“将
错就错”的结果！
具体推导请自学 Simo 的专著的相关章节
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实用弹塑性模型
弹塑性理论数值算法初步

微分方程数值算法
一维本构关系数值算法
多维本构关系数值算法
一致刚度

作业题
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弹塑性理论

实用弹塑性模型
弹塑性理论数值算法初步

微分方程数值算法
一维本构关系数值算法
多维本构关系数值算法
一致刚度

作业题

一根圆形截面细杆，已知：
长度为 L，半径为 R；
构成材料为理想弹塑性材料，弹性模量 E，泊松比 ν，屈服
强度为 fy，服从 von Mises 屈服准则；
首先轴向拉伸细杆，使其全长全截面轴向应力均达到 fy；
然后杆的两个端截面相对旋转一个小角度 θ，假定扭转变形
沿着杆的轴向均匀分布，同时杆的任意横截面在旋转过程中
均保持平面。
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实用弹塑性模型
弹塑性理论数值算法初步

微分方程数值算法
一维本构关系数值算法
多维本构关系数值算法
一致刚度

作业题

问：
如何不经过计算，即判断杆的轴向应力在旋转变形过程中是
变大还是变小？
推导上述变形之后，轴向应力与剪应力沿杆截面分布的解析
表达式。
自拟一组参数（建议采用钢材的材料参数，钢材强度等级自
定），进行上述问题的有限元分析（软件不限），比较理论结
果与计算结果，讨论二者的区别与联系。
其它条件不变，将材料考虑为各向同性线性硬化材料，硬化
模量取为 K = 0.05E，再进行有限元分析，根据计算结果讨
论理想弹塑性材料与弹塑性硬化材料的区别。
如果改为 D-P 塑性模型，结果将会怎样？

任晓丹 第五讲：弹塑性理论基础



概述
弹塑性理论

实用弹塑性模型
弹塑性理论数值算法初步

微分方程数值算法
一维本构关系数值算法
多维本构关系数值算法
一致刚度

结束
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